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Resumen

Presentamos, a manera introductora, a la teoria de per-
turbaciones como una herramienta matemaética en el es-
tudio de fendmenos no lineales, conocido en la literatura
moderna como ciencia no lineal. Para exponer las ideas
primarias de la teoria de perturbaciones presentamos un
problema de dinamica no lineal de poblaciones sujeta a
un forzamiento externo periddico. Finalmente, revisita-
mos el problema de Fermi, Pasta y Ulam (FPU) para un
sistema finito de osciladores acoplados no linealmente y
sujetos a condiciones de frontera Dirichlet. Mostramos,
con un argumento simplificado de la teoria de perturba-
ciones, la aparicion de términos resonantes que dan lugar
al problema de los divisores pequenos o a la ergodicidad
de la cadena de FPU. Hacemos notar que éste mismo
argumento, basado en una aproximaciéon completa de es-
calas multiples, fue propuesto por Joshep Ford [7] en los
inicios del planteamiento del problema FPU y antes del
surgimiento formal de la teoria KAM [19]. Ademés, que-
remos mostrar como el estudio del problema FPU ha sido
un paradigma en la ciencia no lineal.

L2sabiduria y ciencias te son dadas;...
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2 Crénicas 1

33 También disertd sobre los drboles,

desde el cedro del Libano hasta el hisopo que nace en la pared.
Asimismo disertd sobre los animales, sobre las aves,

sobre los reptiles y sobre los peces.

1 Reyes 4

1. Introducciéon

El término ciencia no lineal ha sido usado de manera recurrente, has-
ta hace relativamente poco tiempo [16], para referirse a problemas de
interés cientifico en donde los efectos no lineales se vuelven relevantes.
Sorprende, sin embargo, que hasta antes de la década de los 60‘s del
siglo pasado, y a pesar de que los términos no lineales fuesen desprecia-
bles, la gente de ciencia no habia reparado en considerar dichos efectos
no lineales, por lo que la inmensa mayoria de las ecuaciones de la fisi-
ca matematica representaban ecuaciones lineales. Un ejemplo clésico
de esto ultimo lo representa las ecuaciones no lineales de Hodgkin y
Huxley, las cuales explican de manera correcta el funcionamiento del
potencial de accién en el axén gigante de calamar, contrario a lo que se
predecia con la ecuacién lineal del cable [9].

De ésta manera, era normal pensar que la naturaleza obedecia leyes
lineales y que las interacciones no lineales aparecian mas bien como una
aberracion de las ecuaciones. Esto, a pesar de que, en algunos casos, se
puede pensar a los modelos (ecuaciones) no lineales como correcciones
a ordenes mas altos de sus contrapartes lineales. Esto matematicamen-
te se muestra muy claramente con la teoria de perturbacién singular
aplicada a algunos casos muy especificos [20]. Una comparacion llana
de lo que ahora estamos tratando de decir, entre los modelos lineales y
los no lineales, se refleja muy notoriamente con la broma, atribuida a S.
Ulam, quién decia que estudiar modelos no lineales era como estudiar
la zoologia de los no-elefantes, dando a entender que las no linealidades
son mas bien la regla que la excepcion. De aqui, el titulo desafiante de
este trabajo.

En el contexto particular de los sistemas de osciladores, como tam-
bién los discutiremos més adelante, los efectos no lineales (por pequenos
que estos parezcan) se vuelven relevantes y dan lugar a fenémenos nue-
vos e inesperados. Un paradigma en la ciencia, para este tipo de proble-
mas, es el propuesto por Fermi, Pasta y Ulam (FPU) [6] en el contexto
de oscilaciones en sistemas débilmente no lineales. El problema FPU
plantea el estudio de la equiparticion de energia en un sistema de osci-
ladores con finitos grados de libertad con interacciones del tipo cibico
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en los resortes. Las respuestas que se obtienen del problema FPU son
totalmente inesperadas y han dado lugar a la creacion formal y comple-
ta, tal como las conocemos ahora, de nuevas areas de la ciencia como la
teoria KAM [4] y la teorfa de solitones [16], entre otras. Cabe mencio-
nar que los modelos no lineales resultan mas complejos, en si mismos,
de estudiar por lo que se recurre al uso de computadoras modernas
para dar una respuesta a ellos (tal como de hecho lo hizo FPU). Por
lo que se puede decir, genéricamente, que la ciencia no lineal estable-
ce matemdticas experimentales, esto es, que las respuestas o soluciones
a las ecuaciones no lineales (tanto algebraicas como diferenciales) se
describen, casi exclusivamente en la mayoria de los casos, de manera
numérica por medios computacionales.

Es nuestro propésito mostrar la relevancia de las ecuaciones no linea-
les y los efectos que de ellas surgen. Para ello, comenzamos estudiando
un problema simple de una presa con un depredador aparente y mos-
tramos, por medio de argumentos asintéticos, la dindmica que se puede
establecer para una presa en una situacion de modelaciéon mas real.

Como parte principal de este trabajo revisitamos el problema FPU.
Hacemos notar, con un calculo simplificado de teoria de perturbaciones,
la posibilidad de ocurrencia de efectos resonantes entre los osciladores
(similarmente a como ocurre en el problema de los divisores pequenos),
lo cual puede explicar, de alguna manera, el efecto ergédico o aleatorio
de la cadena de FPU, y por tanto, la no equiparticién de la energia
entre los modos de oscilacién de la cadena. En la parte final de este
trabajo presentamos un calculo simple sobre el limite continuo de la
cadena FPU, a partir del cual se obtiene la ecuacién Korteweg de Vries
(KdV), y mencionamos algunas cosas de lo que de ella se desprende en
la teoria de solitones. Finalmente, en la parte tltima damos nuestras
conclusiones.

2. Presa con un depredador aparente: Una primera
vista de los efectos no lineales

Para entender de manera simple los posibles efectos no lineales en un
modelo matematico, consideramos un modelo simple de dindamica de
poblaciones. Comencemos considerando la ecuacién diferencial, 3/ =
ay, donde y = y(t) representa la densidad de poblacién de cierta especie
en un cierto medio ambiente, mientras que « es la razén entre el tamano
de la poblacién y la rapidez de cambio de la misma. Un calculo simple
muestra que la relacién anterior exhibe un comportamiento exponencial
para la densidad de poblacién en la forma y(t) = y, exp (at), para una
cierta densidad inicial y,.
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Una ley de crecimiento exponencial como la anterior es conocida en
ciertos contextos como la ley de Malthus, y tiene su justificacién en el
sentido de que las cantidades, sustancias o poblaciones (segin de qué se
este hablando o modelando), tienden a crecer o disminuir exponencial-
mente, dependiendo del signo del coeficiente «, ante la ausencia de un
agente externo que las regule. En economia [12], por ejemplo, Malthus
establecia la necesidad de escasez de alimentos (debido a hambrunas
o problemas sociales) en comunidades de humanos como un agente re-
gulador del tamano de las poblaciones. Es, sin embargo, interesante
comentar que Malthus extrapolaba sus ideas para justificar la existen-
cia de desigualdades sociales en las que los estratos sociales superiores
deberian de corresponder a poblaciones pequenas y deberian de domi-
nar sobre los estratos inferiores, los cuales deberian de corresponder al
grueso de la poblacién de una cierta comunidad. De ésta manera, en la
idea de Malthus, estaba completamente justificado la alta mortandad
de las poblaciones con ingreso econémico bajo.

De la discusion anterior vemos, de hecho, la necesidad de conside-
rar agentes internos y externos que regulen la dinamica de una cierta
poblacién bajo estudio, de otra manera, como también se dié cuenta
el mismo Malthus, dicha poblacién crecerd de manera desmedida sa-
turando su medio ambiente y agotando sus recursos de supervivencia.
Una primera aproximacién, en éste sentido, es considerar una primera
extension de nuestro modelo inicial al suponer, en el sentido de la ley
de accién de masas de la quimica (véase capitulo 1 de [9]), que la razén
de cambio, y/(t), de la poblacién, no sélo es proporcional a la densidad
de poblacién y(t) sino también a —y?(¢), esto es, el tamafio mismo de
la poblacién hace que ésta se auto regule, generando un mecanismo in-
terno de regulacion. La ley de accion de masas en este sentido diria que
los contactos de la poblacién consigo misma (esto debido, digamos, a lo
reducido del espacio fisico como consecuencia del crecimiento exponen-
cial de la especie) causa un decrecimiento de ella. Matematicamente,
esto ultimo queda expresado por la ecuacion logistica:

y' = ay — By’ (1)

donde ahora el coeficiente 8 > 0 es la razén de contactos de la especie
consigo misma, segin la ley de accién de masas. Cabe mencionar que
el modelo propuesto en fue primeramente derivado (en su forma
adimensional) en 1845 por Pierre-Francois Verhulst para representar el
crecimiento biolégico limitado de poblaciones.

La ecuacién diferencial es no lineal y de primer orden, genérica-
mente del tipo Riccati o particularmente del tipo Bernoulli. Integrando
dicha ecuacién ordinaria ya sea por separacion de variables o por el
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cambio de variable sugerido por Bernoulli, es facil ver que las solucio-
nes obedecen la relacién

_ Yo™ _ ay,
y(t) N M (eozt _ 1) +1 e (Oé - Byo) + yoﬂ’ (2)

o

para un valor inicial de poblacién y,. Es interesante mencionar que de
hecho Verhulst primeramente encuentra la relaciéon ([2)) como un estima-
do para el umbral de crecimiento de la poblacién de su natal Bélgica, y
de dicho comportamiento funcional deduce luego el modelo propuesto
¢l mismo. De ésta manera, jse tiene uno de los resultados primeros y
exactos de la ciencia no lineal!

Como es de esperar, el modelo no lineal modificado hace que las
soluciones se saturen en el valor umbral «/f, en tiempos suficien-
temente grandes. Esto ultimo es razonable con respecto a lo que vemos
en sistemas poblacionales reales. Sin embargo, la dindmica monétona
pierde cierto detalle de lo que vemos en la mayoria de los problemas
de dinamica de poblaciones. Por ejemplo, agentes externos a la especie,
como un depredador de ella o variaciones de su medio ambiente, deben
crear fluctuaciones de su densidad poblacional. Concluimos, finalmen-
te, que un mecanismo externo completaria nuestro modelo inicial. En
general, sin embargo, uno tendria que introducir una ecuacién para el
agente externo y acoplarla, por medio de la ley de accién de masas, con
la ecuacién de nuestra especie. Dicho acoplamiento en principio puede
ser no trivial y daria lugar, en general, a un problema matematico muy
complicado.

Una manera simple de comprender los mecanismos externos que mo-
difican el comportamiento mondétono de una especie, segin , es intro-
ducir lo que, en este escrito, llamamos el depredador aparente. Nosotros
suponemos que el efecto global de los mecanismos externos (ya sean de-
predadores o regulaciones del medio ambiente sobre la especie) queda
expresado en un término de forzamiento f(¢,y). Para precisar ideas,
podemos suponer que los efectos externos actian de manera periddica
sobre la especie, ya sea debido a migraciones de la especie (o de su
depredador) o debido a enfermedades, eventualmente mortales, que la
especie puede adquirir en ciertas estaciones del ano. Como un modelo
en particular, suponemos la forma funcional f(¢,y) = cos(wt). Por lo
que nuestro modelo de dinamica poblacional mas real queda expresado
por:

Y=oy — By’ +ef(t.y) = ay — By* + ecos(wt), (3)

donde el parametro de perturbacién e controla el tamano del efecto
externo.
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La ecuacién (3)) es ya una ecuacién completa de Riccati y se puede
ver, después de analizarla un rato, que no es posible resolverla, de ma-
nera cerrada, por métodos analiticos tradicionales. Estamos pues ante
un problema matematico complejo que nos exige mas herramienta ma-
tematica para tratarlo, esto, debido a los ingredientes de modelacion
que consideramos previamente para considerar situaciones mas reales
de la aplicaciéon. Nos proponemos ahora resolver por medios aproxi-
mativos cuasi analiticos, del tipo asintético, la relacion no lineal .
Para éste efecto, presentamos primeramente la técnica en un problema
algebraico.

2.1 Un ejemplo de perturbacion regular polinomial

[lustramos el método de perturbaciones considerando el problema de
encontrar (aproximar) a la tnica raiz real de la ecuacién ctibica z® —z+
1 = 0. Pensando que desconociéramos el método de Tartaglia-Cardano
para encontrar analiticamente a las tres soluciones, en el conjunto de
los nimeros complejos, de dicha ecuacién o que es muy dificil evaluar
los radicandos y/o distinguir de entre ellas a la tnica solucién real,
nos proponemos encontrar de manera aproximada la solucién real de
nuestro interés. Siguiendo una filosofia de resolver lo que podemos, esto
es, problemas matematicos méas simples, nos proponemos introducir un
paramero de perturbacion y estudiar el problema modificado 2% — ex +
1 = 0, para obtener la familia uniparamétrica de soluciones x(e). De
ésta manera tendremos la respuesta a nuestra pregunta original para
cuando € = 1 y sabemos responder en el caso simple ¢ = 0, esto es,
x(0) = x, = —1, la cual corresponde de hecho a la tnica raiz real de
nuestra ecuacion.

Esperamos que nuestra ecuacion algebraica perturbada provee solu-
ciones z(€) que dependen continuamente del pardmetro e. De ésta ma-
nera, derivando implicitamente a la ecuacién perturbada con respecto
al parametro €, encontramos que:

P = ) (@)
x%(e) — €

Continuamos ahora, desde ¢ = 0, a nuestra familia uniparamétrica

de soluciones por medio de la expansion de Taylor de la forma,

2(e) =2(0) +ex'(0) + ... =z, +ex, +...=» "z ()
n=0
, . 1
Encontramos asi que, a primer orden en €, x(¢) = —1 — 56' Por lo que

ene =1 o= -3 = —1.33... es el valor aproximado a la tnica raiz



EFECTOS NO LINEALES O (EL ESTUDIO DE LOS NO ELEFANTES? 7

real. Evaluando las formulas de Tartaglia-Cardano podemos verificar
que la tunica raiz real es:

4e3 4e3
(R A TN B A
®

x(e) = 9 + 9 9

la cual da x = —1.3247 ... en € = 1, y corroboramos lo bueno de nuestra
aproximacién obtenida con un argumento de Taylor muy simple. Por
otro lado, por sorprendente que parezca, el lado derecho de la relacion

anterior coincide a primer orden con —1 — 56'

Antes de concluir esta subseccion hacemos notar que aproximacio-
nes a ordenes mas altos son posibles de obtenerse de la relacién ([5)),
por medio de la determinaciéon de los coeficientes z,. Estos se pueden
obtener al reemplazar la serie completa en la ecuacion perturbada
22 —ex + 1 = 0 y escribir dicha identidad algebraica como una ecua-
cién polinomial en €, cuyos coeficientes determinan ecuaciones para los
términos x, que se resuelven de manera recursiva. Para formalizar un
poco el desarrollo aproximativo anterior, finalizamos con la siguiente

definicion.

Definicién 2.1. Decimos que el problema perturbado P¢(x) = 0 es

un problema de perturbacién regular si lin% z(e) = x,, donde z(€) es
e—

solucién de P¢(x) = 0 y z, es solucién del problema sin perturbar
P%(z) = 0. En caso contrario, esto es, que 11’11(1) z(€) no existe o con-
€E—

verge a algo distinto de z,, decimos que P*(xz) = 0 es un problema de
perturbacion singular.

2.2 Aproximacion asintética al problema del depredador aparente

Retomamos ahora el problema diferencial perturbado , visto en la
forma 0 = P(y) = —y' + ay — By? + ecos(wt). Siguiendo las ideas
anteriormente expuestas, suponemos una expansion de la solucion per-
turbada en la forma:

y(tie) =Y "y, (t). (7)

n=0

Sustituyendo la expansién anterior en a primer orden, esto es re-
emplazando y(t, €) = y,(t) + ey, (), obtenemos el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas:

iy = ay, — By, y,(0)=A, (8)
ey = ay, —2By,y, +cos(wt), y,(0)=0, (9)
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Figura 1. a) Solucién asintética Yasint(t) = y,(t) + ey, (t) para A = 0.5,
w=a=pf=1ye=0.1. b) Error absoluto respecto a la solucién numérica
obtenida por medio del método de Runge—Kutta de cuarto orden.

donde A es la condicion inicial del problema completo (3)) y la condicién
inicial para el término correctivo y, (t) se ha fijado a cero, esto para
cargarle la condicién inicial al término de orden uno, y, (), y tengamos
la expansion correcta en para t = 0.

Notamos inmediatamente que el problema no lineal ya ha sido
resuelto en ([I)) con solucién (2)), donde hemos reemplazado la notacién
para la condicién inicial en la forma y, = A. Por otro lado, el problema
@ corresponde a una ecuacién lineal (una vez que se ha encontrado la
funcién y,(t)) y puede ser resuelto de manera explicita, por medio del
método del factor integrante, en la forma:

a? (a — 2AP) et
n(t) = w? +a? [+ BA (et — 1)]2
a (2Aaf — a? + A%32% (et — 1))
(w? + a?) o + BA (et = 1)]*
N 24023(a — BA)e + w? (a + AB(e — 1))
w (w? + a2) [a + BA (et — 1))

cos(wt)

sen(wt). (10)

Para propdsitos ilustrativos, mostramos en la figura ) la evolucién
temporal de nuestra aproximacion asintética yusine(t, €) = vy, (t) + ey, (t)
para los parametros del modelo a = § = w = 1 y el parametro de
perturbacién € = 0.1. En la figura [1b) podemos notar que tenemos



EFECTOS NO LINEALES O (EL ESTUDIO DE LOS NO ELEFANTES? 9

Figura 2. Sistema masa—resorte.

globalmente tres decimales exactos con respecto a la soluciéon numérica,
Ynum(t), obtenida usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Concluimos el analisis del modelo completo diciendo que éste
presenta un transitorio inicial hacia el valor de saturacién, a/f3, para
después presentar oscilaciones periddicas alrededor de dicho valor de
saturacion, esto debido al término forzante periddico f(¢,y) = cos(wt).
Consideramos asi, que un modelo como el refleja una situacion méas
real en el que la especie ni se extingue ni se queda saturada en su medio
ambiente, sino que sigue una dinamica oscilatoria de subsaturacién y
sobresaturacion debido a agentes tanto internos como externos a la
especie.

Como comentario final para esta parte, debemos comentar que las
correcciones a ordenes mas altos en e impone ecuaciones ordinarias
lineales acopladas de forma recursiva, cuyo grado de complicacion de-
pende de los coeficientes y el término no homogéneo, por lo que sera
factible, en principio, obtener términos correctivos, y, (¢), a orden alto.

3. Oscilaciones no lineales y sus efectos

Como vimos en el modelo de la seccién anterior, la dindamica de osci-
laciones plantea una variedad de fenémenos en distintos contextos de
aplicacion [2], esto debido a que muchos problemas de interés se corres-
ponden a sistemas de osciladores de masas y resortes.

Como una primer aproximacion a la fenomenologia que puede ocurrir
en la dinamica de oscilaciones consideramos la paradoja de Galileo. Es-
ta establece que las oscilaciones periddicas, establecidas por un péndulo
simple digamos, son independientes de la amplitud de oscilacién. Ob-
viamente dicha paradoja tiene lugar debido a que se considera un sis-
tema mecanico armonico correspondiente a desplazamientos pequenos
del péndulo, como el mostrado en la figura[2] Para exhibir tal paradoja,
consideremos una correccion anarmonica al potencial de Hooke, la cual
permita una validez para desplazamientos relativamente mas grandes.
La ecuacion para la energia mecanica total, en este caso, se expresa en
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la forma:

1 k ka k ko
E=K = -"—4_t_—ﬁ
+V 2my +2y 5 Y cte 5

para la amplitud de oscilacién A, la constante de Hooke k del resorte y
la correccién anarmonica «. Es inmediato, entonces, que la ecuacién de
movimiento en cuestién se corresponde con my” = —ky + 2kay?. Una
primera integracién produce la relacion:

Z‘/E_‘/E/Zdt_‘/ﬁ/fﬁ
4V m  Vm J, S Vm ), v
[ dy

A =2+ A2+ ayt — oAt

entre la amplitud A y el periddo de oscilacion T de las érbitas solucion
de nuestro oscilador no lineal.

Siendo a un término correctivo pequeno, una expansion de Taylor a
primer orden, en dicho parametro de correccién, para el integrando de
la relacién previa, permite expresar de manera explicita el efecto del
término correctivo anarménico en la forma:

[k o — At T 3

por lo que la parado ja queda exhibida y vemos que el efecto real espera-
do es que suceda T'= T'(A), debido al efecto no lineal. De ésta manera
es incorrecta la aproximacion armoénica de los osciladores debido a que
aun siendo pequena la correcciéon anarmonica, ésta permite explicar lo
que uno realmente ve en la realidad.

AN (1)

(12)

3.1 La cadena FPU

Estamos ahora en posicién de discutir un sistema finito no lineal de
osciladores con condiciones de frontera Dirichlet, ampliamente conoci-
do en la literatura como el problema FPU. Dicho problema FPU es
considerado un paradigma de lo que actualmente se conoce como cien-
cia no lineal, y es la parte esencial de la presente exposicién en la que
pretendemos exhibir diferentes fenémenos debidos a la interacciéon no
lineal en dicho sistema de osciladores. La historia es como sigue.

El gran fisico Enrico Fermi siempre estuvo fascinado por el misterio
fundamental de la mecéanica estadistica, conocido como la flecha del
tiempo. En pocas palabras, dicho misterio planteaba la posibilidad de
si un sistema con muchos grados de libertad pudiese retornar a estados
anteriores de su evolucién temporal. Para ejemplificar esta cuestion,
pensemos, por ejemplo, que filmamos la colisiéon de dos bolas de billar
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que evolucionan, después de la colisién, viajando en distintas direccio-
nes. Nos pareceria natural la evolucion que observamos si reproducimos
nuestra grabacién hacia atras, esto debido a que las ecuaciones de mo-
vimiento, para las bolas de billar, obtenidas de las leyes de Newton,
funcionan igualmente para tiempos positivos que negativos. Suponga-
mos ahora que jugamos American Pool, donde requerimos de 15 bolas
de billar arregladas en reposo dentro de un triangulo, y que filmamos la
colision de la bola blanca contra el grupo de bolas de billar. Es claro que
la reproducion hacia atras de nuestra grabacién plantea una evolucién
de las masas (bolas de billar) que es dificil de reproducir mecénicamen-
te desde su estado final hacia el estado inicial de su arreglo triangular.
Esto a pesar de que, en principio, las leyes que gobiernan todas las
colisiones funcionan igualmente como en el caso de la colisién de dos
masas.

Afortunadamente, Fermi estuvo en Los Alamos en los inicios de los
1950’s y pudo tener acceso a una de las primeras computadoras digitales
llamada MANIAC (Mathematical Numerical Integrator And Compu-
ter), la cual permitia por primera vez a los cientificos hacer calculos
numeéricos a fuerza bruta y desarrollar, lo que en algunos contextos, se
hace llamar matemadtica experimental [3]. Fermi junté entonces a John
Pasta y Stanislaw Ulam (ambos en Los Alamos también, y de aqui el
acréonimo FPU) para estudiar el concepto de la flecha del tiempo. Fermi
tenia la idea clara de que los mecanismos detras del concepto eran los
muchos grados de libertad y jla no linealidad! De esta manera Fermi
se planted un sistema dindmico simple de masas conectados por resor-
tes, en el cual el inico movimiento permitido era aquel a lo largo de
la cadena de resortes y en donde efectos de friccion y calentamiento
externo eran omitidos. La idea central de Fermi fue considerar correc-
ciones anarmonicas, del tipo cubico, en los resortes de la cadena de
osciladores. El traslado del concepto de la flecha del tiempo al sistema
mecanico de Fermi era en términos de que tanto tiempo le tomaria a
las oscilaciones no lineales de los resortes retornar a su equilibrio. Dicho
equilibro lo pensaba Fermi como el que se ve en el equilibrio térmico
de los gases homogéneos, en el cual la energia térmica esta igualmente
distribuida en cada una de sus moléculas y a lo largo de cada una de
sus componentes dimensionales [14]. Este tiltimo concepto era conocido
también como el teorema de la equiparticion de energia de la mecanica
estadistica.

Veamos a cierto detalle el conjunto de fenémenos que surgen del pro-
blema FPU. Empecemos por considerar un sistema finito de osciladores
para un potencial de interaccién arbitrario V(7). La segunda y tercera
leyes de Newton establecen las ecuaciones de movimiento para cada una
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de las masas, descritas por el desplazamiento relativo gy _, en la forma:

d2yn ! /

yTEa V (yn+1 —yn) -V (yn _yn71)7 n=12,...,N. (14)
Suponemos los extremos fijos de la cadena de osciladores, esto es

condiciones de frontera Dirichlet, y,(t) = y,,,(t) = 0. En el limite

m'ﬂ

1
armonico (esto es V(r) = 5]{:7‘2, con k constante de los resortes) de una

cadena homogénea en la que todas las masas m,, son iguales a m, el
sistema de ecuaciones anterior se reduce a,

d*y,

dt?

Un célculo directo aunque no tan corto, ya sea por el método de las
ondas planas o por medio del dlgebra de las matrices, muestra que la
solucion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias linealmente

acopladas 7 sujeto a la condicién de Dirichlet en la frontera, esta
dada por

m

=k(y,, — 2y, +¥,,), n=12_...,N. (15)

)= 3, sn (o) costwe 45, (16)

[k l
donde w, = 24/ — sen (ﬁ) para l =1,2,..., N son las distin-
m

tas frecuencias en cada uno de los osciladores que componen nuestra
cadena, y constantes de integracion c, obtenidas de condiciones iniciales
prescritas de la cadena.

En la solucion para la n-ésima masa vemos como los N distintos

min
modos de oscilaciéon, descritos en el [-ésimo modo por sen ( N+ 1),

se superponen. Mostrando esto tltimo el rasgo caracteristico de los
sistemas armonicos. Podemos caricaturizar lo simple que pueden ser
las cadenas lineales, como la ahora estudiada, diciendo que el principio
de superposicién permite interpretar que inmediatamente después de
que los osciladores se ponen a vibrar, desde su condicién inicial, se
observa como si los osciladores se soltaran entre si, esto es como si se
desacoplaran. Pues, como podemos ver, la solucion para el n-ésimo
oscilador, descrito por y, , jes independiente de los otros osciladores! De
esta manera, es claro que el teorema de equiparticion de la energia tiene
lugar en este tipo de sistemas. Es aqui crucial mencionar que al conocer
los efectos lineales de un problema como el de los osciladores, y creer que
éstos son los que describen la fenomenologia completa, pueden inducir
a un engano. Esto es, creer que los efectos lineales son la regla y no la
excepcion puede ser fatal, como ya lo mencionamos con la paradoja de
Galileo y el modelo de las especies.
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Energia en cada sitio
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Figura 3. Cuasi recurrencia de la energia en los primeros cinco sitios de la
cadena anarménica para N = 32 sitios.

Fermi entendia lo anteriormente descrito y quizé probar lo que ocurre
en los sistemas lineales en un sistema débilmente anarmoénico especifi-
co. Para ello, FPU consideraron una correcciéon cibica pequena en el

1 1
potencial arménico de interaccién, esto es V(r) = 5]57”2 + gkozr?’. De

esta manera las ecuaciones de movimiento quedan ahora descritas por:
d’y,

mﬁ =k (yn_1 -2y, —|—yn+1) [1 + « (yn+1 — yn_l)} , n=12 ... N.

(17)

En el experimento de FPU se considera o« = 0.25, N =32y N = 64

junto con la condicién inicial correspondiente a la excitacién del modo

més bajo de oscilacién desde la posicién de reposo, esto es y, (0) =

™
B S "(0) =0.
e (2 3 0
Una manera de comprender las posibles fluctuaciones de la energia

entre los diferentes sitios de la cadena de osciladores es reescribir la
energia mecanica en las variables de angulo y accién, descritas por
las variables de Fourier. De esta manera consideramos un cambio de
variables por medio de la transformada seno discreto de Fourier [17]
para obtener la energia en el n-ésimo sitio,

m k 2 ko 3
En = Eyf + 5 (ynH - yn) + ? (yn+1 - yn)
1 ’ ’
- 5 (Anz + (,JanAi) + % (CnernAlArwnwle) ) <18)
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Figura 4. Sdper recurrencia de la energia en los primeros cinco sitios de la
cadena anarménica para N = 32 sitios.

km ki
donde w? = 4 sen” (M) ”N—l—lzy ( +1>.

Se puede mostrar ademas qué str’lzl ¢, www, =0, por lo que en
el calculo numérico de la energia en el sitio n se puede omitir, al ser
pequeno, el ultimo término de ((18). El primer gran efecto no lineal
tiene lugar: en la figura |3] mostramos la evolucion de la energia, para
las primeras cinco masas, obtenida de la evoluciéon numérica completa
del sistema (|17)) para o = 0.5 y N = 32. Podemos ver que la energia
inicial casi se recupera después de alrededor de 160 ciclos o evoluciones.
De hecho hay un déficit de la energfa del orden del 3 %. Esta es la primer
gran sorpresa que se llevé Fermi [6].

Anos més tarde, en 1972, James L. Tuck y Tsingou [18] (ahora con
apellido de casada Menzel, y quién de hecho participé en los experimen-
tos numéricos de FPU pero que no fue mencionada en el reporte des-
clasificado de Los Alamos de 1955), pusieron a prueba el experimento
numérico de FPU para mostrar si es que se requerian simulaciones mas
largas para eventualmente ver la esperada recurrencia o equiparticion
de la energia. Ellos encontraron que efectivamente, después de dema-
siados ciclos, llamado por ellos stper recurrencias, seguia sin cumplirse
de manera precisa el principio de equiparticién de la energia (véase fi-
gura@), ya que siempre habia cuasi recurrencias y en algunos ciclos con
pérdidas muy grandes en las energias.
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Para comprender un poco estos efectos extranos en la cadena FPU
usemos, como antes, la teoria de perturbaciones. Vamos a suponer que
€ = « es un parametro pequeno de perturbacion para la cadena armoéni-
ca estudiada de hecho en . De esta manera, como ya hemos justifi-
cado en la seccién anterior, similarmente a , podemos suponer una
expansion en la forma:

v () => ¢ (e, n=1,2_.. N (19)
=0

Siguiendo la metodologia descrita anteriormente, ordenamos los or-
denes de la expansion para obtener, a primer orden, el sistema lineal
acoplado de ecuaciones ordinarias:

>k
0o.9Y, 0 0., ,0 _
€ - dtQ - E (yn—l - 2yn + yn+1) - O’ <20)
bk

Tl B ayl) = a0 @)

sujetas a las condiciones iniciales y°(0) = Bsen i ) iyO(O) =0
" N+1) dt’"
d
y ¥y (0) = %yi(O) = 0. Por otro lado, de acuerdo a la solucién se
tiene para el término no homogéneo,
d2y0 0 0
gn (t) = W (yn+1 - yn71>

1 2
_ _§w?B2 sen (NL—l—l> [1 4 cos(2w,t)] sen (Nz_nl) (22)

Haciendo un esfuerzo extra podemos resolver [15], por medio de la

variacién de pardmetros en sistemas lineales, para el siguiente término
. 1 7 .7 .
correctivo y! (t), segiin la ecuacién (21)), para obtener:

A

— cos(2w, t)
w?  4w? — w? '

y(t) = [—

2w? — w?

A cos(w2t)} sen ( ]57;”1) (23)

2( 42 — w2
w2 (4w? — w?
donde

w?B? T k T
A: 1 2:4_ 2 -
B sen(N+1>, wl msen (2(]\7—}—1))7

k 2 k T
PR LU I LIl L
i = 4t (s ) = e ()

En este punto podemos empezar a entender el porque de las cua-
si recurrencias y las super recurrencias antes descritas. Pero primero,
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Figura 5. Comparacién de la solucién asintética y numérica en n = 1 para
a=025y N =32

debemos destacar que en este calculo simple de asintética hemos des-
cartado posibles correcciones perturbativas a las fases y s6lo hemos
considerado correcciones a las acciones y, , lo cual esta en contraste con
un céalculo de asintdtica completo de escalas multiples [11], [10]. Sin
embargo, y debido principalmente al cimulo de céalculos, la asintética
simple antes descrita nos hace ver un fenémeno importante (conocido
de hecho en lenguaje moderno como el problema de los divisores pe-
quenos [19]): si consideramos el ejemplo clasico de FPU de las N = 32
masas, encontramos entonces que 4w? — w? = (2w, + w,)(2w, —w,) y

de aqui
5 4 s 5 27
w, —w, =4sen [ —— | —2sen | ——
! 2 2(N+1) 2(N+1)

= 4sen <£> — 2sen <1>
66 33

= 0.00021557668 . . .

De esta manera el término correctivo y' (¢) en y, (t) = 3°(t) + ey' (1),
segun , se vuelve grande para cada n. Esto ultimo ocasiona que el
sistema de osciladores de FPU eventualmente se vuelva ergédico y la
evolucion temporal de sus masas se comporte de manera erratica, tal
como puede ocurrir en el problema de los divisores pequenos de la teoria
KAM (véase [4] para un estudio completo de teoria KAM y el problema
de los divisores pequenos). Es por esta razén del comportamiento ex-
trano como ya hemos dicho encontraron el mismo FPU y luego Tuck y
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Comportamiento de ysz(t)
RK4 T T T

0.2

— — — Teoria de Perturbacion

0 200 400 600 800 1000 1200

0.15 T T T T T

0.1

Error

0.05

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 6. Comparacién de la solucién asintética y numérica en n = 32 para
a=025y N =32

Menzel. Cabe mencionar que un calculo completo de escalas multiples
fue hecho por Joshep Ford [7], [§], casi inmediatamente después de que
se conocieron los resultados de FPU.

En las figuras [f] y [6] mostramos la evolucién temporal de la solu-
cién asintética y la obtenida por medios numéricos de Runge-Kutta de
cuarto orden para a = 0.5 y N = 32 en los sitios n = 1 y n = 32, respec-
tivamente. En ambas figuras podemos ver el pequeno error numérico
cometido para tiempos suficientemente grandes, desafortunadamente
no tan grandes para ver incluso la primer recurrencia. Sin embargo,
es claro que las oscilaciones son bastante bien predichas por el calculo
de asintética y de hecho cuando empiezan a aparecer los cuasiperiodos
(esto es, periodos arbitrariamente cerca a un periodo esperado) de las
soluciones numéricas, la asintética trata de perseguirlos. Pensamos que
esto es debido precisamente al efecto de los divisores pequenos.

3.2 Limite KdV y la teoria de solitones

Para completar la relevancia de los fenémenos no lineales, y en particu-
lar, los surgidos en la cadena FPU, consideramos el limite continuo de
la cadena FPU para cuando hay un nimero infinito de osciladores en
la ecuacién no lineal cibica de FPU . Para este proposito introdu-
cimos los siguientes pardametros, en términos del espaciado h entre las
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masas (sitios) de la cadena, en la forma:

m
kh=¢ o=,

donde 7 es la densidad lineal de masa para cada una de las masas y € es
la constante del resorte para un pedazo de cadena de longitud unitaria.
Para valores muy pequenos de h la ecuacion de movimiento puede
ser reescrita, a segundo orden en h, en la forma:

n 2

R 20y, Yo, + 15 Yameas (24)

donde hemos considerado y, (t) = y(nh,t) = y(z,,t) = y(x,t). Hace-
mos notar que la identidad no es realmente un limite continuo
propiamente hablando sino mas bien una aproximacién asintotica para
valores muy pequeiios de h, donde los términos h® y més altos son des-
preciados. Debemos también mencionar que la ecuacién tiene la
estructura de la ecuacién de Boussinesq [5] jde la mecanica de fluidos!
Por lo que tenemos una conexién de un problema de mecéanica clasica
con uno de los fluidos.

La ecuacion (24) es linealmente inestable para nimeros de onda re-
lativamente grandes. Para obtener soluciones estables, consideramos
la propagacién unidireccional de las ondas solucién (conocido como el
limite de Zabusky-Kruskal [13]). Para ello, definimos el parametro de
la velocidad del sonido de las ondas US_Q =n/& e introducimos la coor-

h2
denada de onda viajera z = x—v_t, ademés del escalamiento 7 = 1)54 t,
para obtener:
h? h* h? h?
- - — — =0. 25
12y'rz + 242y77 + 2 yzyzz + 12yzzzz ( )

Donde hemos considerado o« = h/4. La aproximacién concluye rete-
niendo términos a segundo orden en la relacion anterior, y considerando
el cambio de variable u = y_, para obtener, la también famosa, ecuacion
Korteweg—de Vries (KdV):

u, + 6uu, +u,_. =0. (26)

Cabe mencionar que del surgimiento del problema FPU casi inme-
diatamente vino el surgimiento de la teoria de solitones con la ecuacién
KdVv como su ejemplo primario, y con

2 2

como su soliton, viajando a velocidad constante c.
Terminamos diciendo que la teoria de solitones justifica de manera
formal la existencia del soliton, en la ecuacién no lineal correspondiente,

u(z,7) = < sech? [i—c (z—cr — zo)} . (27)
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y requiere un analisis detallado profundo por separado [1]. El objeti-
vo nuestro aqui fue mostrar la relaciéon con el problema fundamental
de FPU y como se empiezan a conectar areas de la matematica apa-
rentemente ajenas y el surgimiento de otras. Esto no seria posible sin
considerar los efectos no lineales de la naturaleza (modelos), aunque es-
tos sean aparentemente despreciables. Por lo que, como mencionamos
decia Ulam, debemos ver a la matematica como veriamos a la zoologia:
como el estudio de los no elefantes.

Conclusiones

Hemos presentado a la teoria de perturbaciones como una herramien-
ta matematica util para exhibir detalles de los efectos que surgen, de
manera correctiva, en las interacciones no lineales. Hemos hecho notar
ademas el problema FPU como un paradigma en ciencia no lineal que
di6 explicaciones a algunos problemas en algunas areas de la ciencia
como la teoria KAM y su problema de los divisores pequenos, y al
surgimiento de otras areas de la ciencia como la teoria de solitones o
sistemas integrables continuos o discretos como su parte central.
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