MISCELANEA MATEMATICA 56 (2013) 27 SMM @

Numeros computables y niimeros normales

Guillermo Morales-Luna
Departmento de Computacién
CINVESTAV-IPN, México, D.F.
gmorales@cs.cinvestav.mx

Resumen

Hacemos un recuento de las bases formales del andlisis compu-
table y bosquejamos la construcciéon debida a Turing de conjun-
tos consistentes de niimeros reales absolutamente normales. A
grandes rasgos: un ntmero real es computable si lo es la sucesién
de sus digitos respecto a cualquier base de representaciéon. Un
ntmero es normal, respecto a una base, si todos los digitos apa-
recen con una misma probabilidad en su expansién en esa base, y
es absolutamente normal si es normal respecto a cualquier base.
Turing bosquejé una construccién, sin demostrarla por comple-
to, de conjuntos, de medida casi 1, de nimeros absolutamente
normales, en el intervalo real unitario, junto con un algoritmo
de complejidad doblemente exponencial, para producir ntime-
ros absolutamente normales. Su demostraciéon fue completada
en la década pasada. Presentamos aqui las ideas bésicas en esa
construccion.

1. Introduccién

Este articulo pretende recordar a Alan Turing como matemaético, en
ocasion del centenario de su nacimiento. Turing es bien conocido como
l6gico, como creador de la computacion y como criptélogo. Un céle-
bre texto en el que varios légicos de primera linea rememoran varias
anécdotas de Turing es [5]. También, en [6], puede verse las facetas de
Turing como logico y como inventor.

Aqui haremos una somera revisién de sus principales resultados en
la teoria, practicamente debida a él, de los niimeros normales.
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En la seccién [2] presentamos las nociones basicas de los nimeros
computables. Estos son aquellos calculables procedimentalmente en su
total expansion decimal. Precisamente, al formalizar aqui la nocién
de procedimiento efectivo es que Turing introduce sus famosas maqui-
nas [8]. Luego, en la seccién |3| presentamos las funciones computables y
las nociones bésicas del andlisis computable. En la seccion [d] recordamos
el famoso nimero 2 de Chaitin [3] para ilustrar la nocién de incompu-
tabilidad. Finalmente, en la seccién [b| presentamos los resultados de
Turing respecto a los ntimeros normales, de acuerdo a la presentacién
de Becher et al. [1] quienes completaron el manuscrito inédito de Turing
sobre este tema.

2. Numeros computables

Sea b € N un nuimero natural mayor que 1, entendido como una base
de representacion. El conjunto [0,b— 1] ={0,...,0—2,b— 1} esel de
los b-digitos. Si b = 2 se tiene el sistema de representacién binario, si
b = 10 se tiene el decimal usual y si b = 20 se tiene el de base 20 que
se utilizé en Mesoamérica y en la antigua Galia.

Todo real no-nulo a € R — {0} se expresa mediante una tripleta
(e,m,a) € {—1,+1} x Z x [0,b — 1]N (aqui [0,b — 1] denota a todas
las sucesiones de b-digitos): Si a = (ay),, entonces

+oo
a= 52%()’"’". (1)
n=0

En esta expresion, € es el signo y el valor m indica practicamente la
posicién del punto decimal al escribir el niimero real a en base b.

Convenimos en representar al nimero 0 € R mediante la sucesion
constante a = 0, la posicién m = 0 del punto decimal y el signo ¢ = +1.

El nimero a € R es computable si la sucesion de digitos a lo es, es
decir si la funcién n +— a, lo es. Esto significa que hay un algoritmo
que dado n como entrada, produce el n-ésimo digito a,.

Por ejemplo, Arquimedes, desde el siglo I1T A.C., describi6 la mane-
ra de aproximar circunferencias por perimetros de poligonos regulares,
lo que muestra en la practica que m es computable. La base e de los lo-
garitmos naturales es también computable viéndola ya sea como limite
de una sucesion de ntumeros racionales o como una serie rapidamente
convergente, ambas maneras siempre figurando en cualquier texto de
calculo superior.
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Todo algoritmo queda codificado mediante un programa el cual es
una cadena de simbolos, bien formada de acuerdo con alguna sintaxis,
y dotada de una connotacién procedimental. Un programa que calcule
a la funcion n — a, correspondiente a un ntimero computable a € R
es una descripcion finita de la sucesién (potencialmente) infinita de
digitos de a. De esta forma, un nimero computable es un objeto con
una descripcién potencialmente infinita (su sucesién de digitos) pero
también con una descripcion finita (el programa que lo calcula).

La proposicion siguiente da varias caracterizaciones de los niimeros
computables [9]:

Proposicién 2.1. Para todo a € R las siguientes aseveraciones son
equivalentes a pares:

= a es computable.

» Briste una sucesion computable de racionales (¢,),~, que conver-
ge rapidamente a a, es decir,

VneN: |a—gq,| <27

» Drzisten dos sucesiones computables de racionales, (xy),,
(Un) >0, la primera creciente y la sequnda decreciente, tales que

lim z,=a= lim y,.
n—-+o0o n—-+oo

» El conjunto QN| — 0o, a] es decidible.

» Fxiste un entero ag € Z y un conjunto decidible A C N tal que

= a4 posee una erpansion como fraccion continuada que es compu-
table, es decir, existe un entero ag € Z y una funcion computable
f:N—=Z" tal que

1

0)+
f( ) f(l)JFW

Sea NuMCoMP C R la coleccién de ntmeros computables. Esta
coleccion contiene a todos los racionales y es un campo con las opera-
ciones usuales. En la préactica, contiene a todos “los ntimeros tutiles en
la ingenieria”:
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Proposicién 2.2 (Propiedades de numerabilidad).
» Todo numero racional es computable: Q C NuMCoOMP.

= Todo numero algebraico es computable.

Toda aritmética de punto flotante estd contenida en NUMCOMP.

Solo hay una cantidad numerable de niumeros computables:

card (NUMCOMP) = N;.

= La gran mayoria de los numeros irracionales no son computables.

A grandes rasgos, esto se debe a que la coleccién de programas es
numerable en tanto que la recta real no lo es.
Desde el punto de vista algebraico, NUMCOMP es un campo que es

una extension de QQ de grado numerable, y es también un subcampo de
R.

Proposicién 2.3 (Propiedades algebraicas).

» NUMCOMP es un campo. Es una extension de Q y es un subcampo
de R.

= NUMCOMP es un campo real cerrado, es decir, si p(X) es un poli-
nomio con coeficientes en NUMCOMP, toda raiz de él en R ha de
estar también en NUMCOMP, o sea rige la implicacion siguiente:

p(X) € NumMComP[X], z € R, p(z) =0 = 2 € NuMCoMP.

» Euxiste un conjunto numerable R C R tal que NuMCoMP = Q|R]
(aqui, Q[R] denota la extension de campo de Q al adjuntarle los
elementos de R).

En efecto, tomando una enumeracién de Q, seleccionando algoritmi-
camente nimeros distintos en el n-ésimo digito del n-ésimo ntimero ra-
cional se puede tener una sucesion de nimeros computables fuera de Q
para formar al conjunto R.

Esta argumentacion se puede utilizar también para mostrar que
existen ntimeros reales no-computables.

Desde el punto de vista topologico, NUMCOMP satisface la siguiente:
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Proposicién 2.4 (Propiedades topoldgicas).

s NUMCOMP es un espacio topologico metrizable con la topologia
usual inducida por R.

= NUMCOMP no es completo.

» Sea Uc = [0,1] N NumCowmp. Entonces: Ugx posee la topologia de
Cantor, es decir, la topologia producto en {0, 1},

Para examinar nociones fuertes de continuidad, nos permitimos re-
cordar que p(X,Y) = 3(X +Y)(X +Y 4 1) es un polinomio de grado
2 que define de hecho una biyeccién N? — N, llamada enumeracion de
Cantor.

Una sucesién real (an),~, se dice ser computable si existe una suce-
sién computable de racionales (g;),-, tal que

Vn,m € Nt |a, — @om)| <27

De acuerdo con la proposicién 2.2 NUMCOMP es numerable. Inde-
pendientemente de cualquier numeracién que se defina en NuMCoMmP,
vale la siguiente:

Proposicién 2.5. NUMCOMP no puede ser una subsucesion de ningu-
na sucesion computable.

Esto se demuestra mediante un argumento de tipo diagonal y lo
que indica es que NUMCOMP es un supremo en la clase de conjuntos
computables.

Si (an),,>( €s una sucesion real computable y convergente a un nime-
ro real a, € R se dice que una funcién v : N — N es un mddulo de
convergencia si vale la implicacién:

VYmeNVReN [n>v(m) = |a, —ax| <27"].

Se dice que la sucesién (a,,),, converge computablemente si converge y
posee un médulo de convergencia que es computable, es decir, hay una
maquina de Turing que dado un nimero natural, produce el valor del
modulo de convergencia en ese ntimero.

La siguiente propiedad es similar a la que se obtiene cuando se
considera convergencia uniforme de sucesiones de funciones:

Proposicion 2.6. El limite de una sucesion computable que converge
computablemente es computable.
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3. Funciones computables

Una funcién de los enteros f : N* — N es computable si lo es por una
maquina de Turing. Obviamente en esto hay una funciéon de identifica-
cién del conjunto de los niimeros naturales con las sucesiones finitas de
digitos, N~ [0,b — 1]*.

Pasando a funciones definidas en el campo de los niimeros reales, se
dice que una funcion real f : R — R es computable si para cada x €
NumCowmp, k,7 € N es posible producir procedimentalmente sendos
p,q € Q tales que |z —p| < 27"y |f(x) —q| < 27F.

Asi, por ejemplo, si f(NumCompP) € NuMCOMP entonces f es
computable.

Proposicion 3.1. Las funciones aritméticas mds usuales en ingenieria
son computables.

Proposicién 3.2. Toda funcion computable es continua.

De hecho esta aseveracién puede reforzarse.

Para cada n € N, sea (B,(j));5, una enumeracién de las bolas
abiertas en R™ con centro en puntos de coordenadas racionales y con
radio racional.

Para una funcion f : R — R sea

Ry={keN|3ijeN: [k=p(i,j) & f(Balj)) C Bi(i)]}.

Es decir, a grandes rasgos, Ry codifica a “parejas” de esferas: En cada
una, la primera componente estda en el dominio de f, la segunda en
su contradominio y la imagen bajo f de la primera viene a ser un
subconjunto de la segunda. La funcién f es efectivamente continua si
Ry es semidecidible (recursivamente enumerable) y

Ve e R"We > 03k =p(i,j) € Ry : x € B,(j) & radio(B; (7)) < e. (2)

Observamos aqui que la pareja de esferas (By(i), B,(j)) depende del
punto x: Dados x € R™ y € > 0 es posible encontrar sendas esferas
B,(j) € R™ (que serd una vecindad de z) y By(i) C R de manera que
p(i,j) € Ry (por lo que By (7) ha de ser una vecindad de f(x)) y el radio
de B (i) no exceda e. Es por esto que esta apareciendo la conjuncién
légica “&” en en vez de la implicacién “=" como en la definicién
de continuidad en el sentido usual (en la que el cuantificador Vo cambia
de lugar respecto al cuantificador existencial).

Proposicién 3.3. Una funcion es computable si y solo si es efectiva-
mente continua.
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Un curso muy recomendable sobre andlisis computable es [9]. En
linea estd, del mismo autor, [10] donde el lector puede ver las técnicas
de analisis en el contexto de computabilidad.

4. Incomputabilidad

Sea Il = (m,),y una enumeracion de los programas. La funcién Uy :
(n,m) — Un(n,m) = m,(m) que en cada pareja (n,m) de enteros
evalia al n-ésimo programa en m, se dice ser universal para el esquema
I1. Como un resultado de computabilidad, se tiene que en cualquier
esquema de computo efectivo, la funcién universal es también compu-
table. Asi, en el marco de las maquinas de Turing, la mdquina universal
de Turing evalia a cualquier maquina de Turing en cualquier entrada.
En una pareja (n,m), se ve a n como un programa y a m como su
entrada, de donde se obtiene la clasica arquitectura de von Neumann.

Para dos indices m,n € N, se escribe m,(m) | para denotar que el
n-ésimo programa se para (o converge) cuando actia sobre la entrada m
y, en sentido contrario, m,(m) 1 para denotar que no se para (o diverge).
La llamada paradoja del mentiroso (“;Te miento cuando te digo que te
miento?”) se codifica en el &mbito de la computabilidad con el problema
de la palabra: ;Es computable la funcion caracteristica del conjunto
{(n,m)| m,(m) |} (dominio de la funcién universal)? Turing mismo
demostro, en [8], que no lo es. En otras palabras, Turing mostré que el
problema de la parada no es efectivamente resoluble.

Sea Pr: P(N) — [0,1], A — Pr(4) = > ,27 "V, Esta es una
medida de probabilidad.

Proposicién 4.1 (Chaitin). Sea Q@ = {n € N| m,(n) |} el conjunto
de indices de programas que se paran con sus propios indices, y sea
w = Pr(Q). Entonces w ¢ NUMCOMP.

Demostracion. En efecto, esto resulta de la irresolubilidad del problema
de la parada. O

Desde los anos 60, Chaitin (1947- ) ha estudiado w [4} [3].

Un objeto serd tanto mas determinado cuanto sea mas corta la ley
que lo describe. Sera tanto mas azaroso cuanto sea mas larga la ley que
lo describe.

El nimero real w es pues lo mas azaroso posible porque una des-
cripcion de ese numero solo puede consistir de una transcripcion de
él mismo: Aunque se haya calculado los primeros n bits en w, no se
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podria tener certeza alguna sobre cudl ha de ser el siguiente bit. w es
absolutamente irreducible.

Para mostrar la nocién de problema incomputable, veamos, de ma-
nera alternativa al siempre citado problema de la parada, un problema
de suma importancia en computacién, el de optimizacion de programas.

Digamos que un programa es elegante si es uno de la menor longitud
entre todos los que son equivalentes a él.

Entonces, por el principio del buen orden, toda funcién computable
posee un programa elegante que la calcula.

Proposicion 4.2. No se puede determinar cudndo se tiene un progra-
ma elegante.

Demostracidon. En efecto, supongamos por un momento que sea compu-
table la funcién F : N — {0,1} tal que [E(n) =1 < m, es elegante].
Sea F': N — N|

n+— F(n) = Arg Min{m > n| long(n,,,) > long(m,) & E(m) = 1}

ysea G:NxN—= N, (n,m)— G(n,m)=U(F(n),m). Entonces G ha
de ser también computable.

Sea ng € N un indice de G: 7, calcula G.

Sea ng = F'(ng + k). Entonces m(ng) debe ser elegante, equivalente
am +— G(ng+k,m), pero éste ultimo es mas corto que m(ng) para una
eleccién adecuada de k.

Esta contradiccién muestra que E no puede ser computable. O

Consecuencia técnica No existe un procedimiento general para op-
timizar programas. La optimizacion de programas ha de ser un trabajo
artesanal.

5. Numeros normales

Un nimero normal es tal que toda secuencia de digitos tiene la misma
probabilidad de aparecer en la expansion del nimero. Si se piensa a
los digitos como “resultados posibles de un juego” (por ejemplo soles y
aguilas que caen al echar volados, o ganancias en tiradas consecutivas
de un juego de azar) entonces un niimero normal seria el historial de un
juego perfectamente legal, en donde ninguna secuencia predeterminada
de salidas tiene prioridad, es decir, todas las posibilidades de salidas
son equiprobables.
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La nocion de niimeros normales aparecié al final de la primera déca-
da del siglo XX [2] y ocupé la atencién de matemdticos como E. Borel
o W. Sierpinski [7]. Para precisar esta nocién es necesario recurrir a
varios tecnicismos.

Sea b € Z*, b > 1, una base de representaciéon. Expresemos a cada
real a € R de la forma , a=¢ :28 a, ™. Si a €]0, 1], entonces
e=1,m =0, ag = 0, por lo que a se identifica propiamente con la
sucesién a = (a,) -, € [0,b—1]%". Para cadan € Z*, sea al, = (a,)"_,
el prefijo de longitud n de la sucesién a.

Una palabra o € [0,b — 1]" aparece en la posicidn i de a si vale la
igualdad

0 = QiQiqq - - - Ajtr—1,

es decir, si a1, = al;_1 x 0.
Para cada n € Z*, sea N(n;a,b, o) el nimero de veces que aparece
o en el prefijo al,,, atin cuando haya superposiciones de esas apariciones,
y Pr(n;a,b,0) = %N(n; a,b,0) la frecuencia, o probabilidad, con la que
aparece.
Un nimero real a € R es b-normal si
Vo € [0,06—1]*: lim Pr(n;a,b,0) =b"" con r=long(c). (3)

n—-+o0o

a es absolutamente normal si es b-normal para cada b > 2.

a es simplemente b-normal si vale la relacion (3)) considerando so-
lamente palabras de longitud r = 1, es decir, considerando solo a los
b-digitos.

Por ejemplo, sea o, una palabra formada como una permutacién de
los b-digitos. Entonces

Sp — ZO’bbikb = Oy Z(bb)ik

k>1 E>1

es simplemente b-normal, pero no necesariamente simplemente ’-normal
para otra base b’ # b.

Proposicién 5.1 (Borel). Un real a €0, 1] es absolutamente normal
si es simplemente b-normal para cualquier base b de representacion.

Turing plantea la construccién de conjuntos en el intervalo [0, 1],
de ntimeros absolutamente normales, cuyas medidas de Lebesgue son
cercanas a 1.

Esto lo hace en un manuscrito inédito e incompleto, publicado fac-
cimilarmente en 1992 y resanado, desde el punto de vista logico y ma-
tematico, por Becher en 2007 [1]. Vamos a bosquejar aqui esta cons-
truccion.

Se define a los operadores siguientes:
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» Para dos palabras 7,0 € [0,b— 1]* sea g(7,0) el niimero de veces
que o aparece en T.

» Para una palabra o € [0,b—1]*, un entero k£ € N, y una longitud
n € N, consideremos el conjunto de palabras de longitud n en las
que o aparece k veces:

H(o,k,n)={r€[0,b—1]"| g(1,0) =k}
y h(o,k,n) = card (H(o,k,n)).

Resulta claro que si ¢ = j € [0,b — 1] es un solo digito, entonces

h(j,k,n) = (]:) (b—1)"*,
y en COHSGCUG‘HCia

> h(j kon) ="
k=0

Lema 5.1 (Indemostrado de Turing). Sea o € [0,b — 1]* una palabra
de digitos y sea r = long (0). Sea t € R tal que t%r < 1%. Entonces:

>~ {h(okm) ‘k—bﬁ‘ > th< 2" exp (—tZT). (4)

Como se ve, este lema indemostrado es una forma de la Ley de los
Grandes Numeros: el lado derecho de tiende a ser cero rapidamente
cuando ¢ se incrementa, y del lado izquierdo tenemos que, cuando k
difiere més que en t del “promedio de subpalabras” de longitud r en
una de longitud n, entonces la probabilidad de que o aparezca k veces

es atin menor. Solo cuando k esté cerca del promedio 7, la probabilidad

de que o ocurra k veces es significativa.
Una version del lema indemostrado de Turing, con cotas menos jus-
tas es la siguiente [1]:

Lema 5.2 (Becher). Sea e € [6/|n/r],b7"]. Entonces:

n e2n b’
_ > n+2r—2 _ .
E {h(o,k,n)| ‘k —br‘ _5n}<2b Texp< & r )

Ahora, consideremos los conjuntos de la forma

G(o,e,n,b) = {a € [0,1]| ‘N(n;a,b,a) - bﬁT‘ < 5n},

donde N(n;a,b,o), definido al inicio de esta seccién, es el niumero de
veces que o aparece en el prefijo de longitud n de a.
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Proposicién 5.2. Sie € [6/|n/r],b7"], entonces:

2, br
“(G(Uﬂ?,n, b)) >1—92p 2, exp (_€6nr ) |

donde p es la medida de Lebesque en R.

Puede verse que G(o,e,n,b) es una unién finita de intervalos con
extremos racionales. Para by, rg € Z™ sea

bo 1o

G*(g,n,ro,by) = ﬂ ﬂ ﬂ G(o,e,n,b).

b=2r=10€[0,b—1]"
Se tiene que G*(e,n,rg, by) es también una unién finita de intervalos.

Proposicién 5.3. Sic € [6/[n/ro),by"], entonces:

3ro—1 e?n
M(G*(ga n,To, bO)) >1-— 2b07‘0— To exXp <_3_) .
To

Para cada k € ZT, témese n = &, ro = [1VInk|, by = [€™] y
e="by". Sea

1 1
G = 6" ((exp(Lp ViR )
1 1
ViRl Lep(l3vin)) ).
Proposicién 5.4. Eriste kg € Z* tal que Vi > ko: u(Gy) > 1— ——

k(k—1)"

A partir de aqui Turing define una doble sucesién de conjuntos:
n=0. ParakeN, A, =]0,1].

n>0. Parak € N, Ay = GupibrnNAn—1£N[Unk, 1], donde uyy, € [0, 1]

es tal que fi(Anp) =1— 1+ —.

Cada conjunto A, es la unién finita de intervalos con extremos
racionales en [0,1] y por tanto los puntos wu,; pueden ser racionales
también.

Teorema 5.1 (Turing). Erxiste una sucesion computable doble
(Ank)ppen de conjuntos en [0, 1] tal que:

1. Para cada n,k € N, A, es la union finita de intervalos con
extremos racionales en [0,1] y p(Apr) > 1 — 1.
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2. Para cada k € N, la sucesion (Ank),cy €5 decreciente.

3. Para cada k € N, E}, = ﬂneN A es de medida 1 — % y consta de
numeros absolutamente normales.

De hecho, éste puede volverse mas constructivo:

Teorema 5.2 (Turing). Existe un procedimiento efectivo tal que dada
una sucesion de bits a € |0, 1]]Z+ y dos enteros k,n € Z* produce un
nimero real a € [0,1], absolutamente normal tal que a queda dentro de
un conjunto determinado de medida de Lebesgue al menos 1 — % y los
primeros n digitos binarios de a coinciden con los primeros n bits en
.

Este algoritmo es de complejidad doblemente exponencial, como lo
es la construccién de Sierpinski [7], por lo que es de muy poca utilidad
préactica. Si se requiriese el digito en la posicién n habria que realizar un
nimero de operaciones que es proporcional a b*" y este valor crece muy
rapido para b > 2. Por ejemplo, para b = 2 se tendria que del orden
de 22" = 21924 gperaciones serian necesarias para calcular el digito en
la posicién n = 10. Si cada operacién se realizara en 272 segundos, se
requerirfa del orden de 2!°% segundos. Un afio consta de aproximada-
mente 22 segundos, por lo que el cémputo requerido llevaria 2%°% afios:
una cantidad inmensa de tiempo, y jesto solo para calcular el décimo
digito!
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