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Resumen

En el presente articulo analizamos modelos estatico y dindmico
del duopolio de Cournot con evasién de impuestos y se discuten
las interpretaciones econémicas de los resultados. En el caso
del modelo dinamico, se introduce un tiempo de retardo y se
presentan formulas para calcular el polinomio caracteristico de
su linealizacion.

Introducciéon

En nuestro pais los ingresos que obtiene el gobierno federal han sido
historicamente insuficientes para cubrir sus gastos y fomentar el desa-
rrollo econdmico, lo cual resulta notorio ante las condiciones de pobreza
de un alto porcentaje de la poblacién [2]. No hay duda de que la eva-
sion fiscal es un problema maytsculo en las economias de las naciones,
por lo que en nuestro pais, el Servicio de Administraciéon Tributaria
(SAT) anualmente da a conocer en detalle los niveles de evasion fiscal
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en México. Dichos estudios son elaborados por instituciones académicas
de prestigio en el pais, de acuerdo con lo establecido en el Art. 29 de la
Ley del SAT [3].

En el ambito académico existe una extensa literatura que aborda el
tema de la evasién fiscal y propone soluciones, ver por ejemplo [5, [7, 9]
10, [12]. En este articulo analizaremos modelos de duopolio de Cournot
en los que se considera el pago de impuestos y la evasion de los mismos
por parte de las dos empresas que conforman un duopolio del mercado.

Dividimos este articulo en dos secciones. En la primera introducimos
terminologia y planteamos un modelo estatico de duopolio de Cournot
con evasiéon de impuestos. También daremos una interpretacién a nues-
tros resultados. En la segunda seccién introducimos la version dindmica
con tiempo de retardo y proponemos formulas para el cdlculo del po-
linomio caracteristico de la linealizacién. Varios ejemplos de nuestros
resultados se discuten al final de esta seccion.

1. Un modelo estatico de duopolio de
Cournot con evasiéon de impuestos

El modelo de duopolio de Cournot es un ejemplo clésico en teoria de
juegos [4,18]. Un duopolio es un mercado donde dos empresas venden un
producto a un nimero grande de consumidores. El primer estudio de un
duopolio se debe a Antoine Augustin Cournot, quien en 1838 propuso
que las empresas ajustan sus niveles de produccién de tal forma que
cada una de ellas maximiza sus beneficios tomando la produccion de
la empresa rival dada. A una pareja (z1,x2) de niveles de produccion
que satisface estas condiciones se le llama un equilibrio de Cournot. En
este caso, la primer empresa maximiza sus beneficios produciendo x;
unidades al considerar que la segunda empresa produce x5 unidades. De
igual forma, la segunda empresa maximiza sus beneficios produciendo
2o unidades al considerar que la primer empresa produce x; unidades.

Comenzamos por denotar por x; > 0 al nivel de produccién de la
firma ¢, ¢ = 1, 2. La funciéon de demanda inversa, denotada por p, deter-
mina el precio del producto en el mercado dependiendo de la cantidad
del producto que se introduce al mercado. La funcion p se asume dos
veces diferenciable y estrictamente decreciente, y como ademas satisfa-
ce la ley de la oferta y la demanda, existen niimeros no negativos a y
b, uno de ellos o ambos pueden ser infinito, tales que

lim p(z) =0 y lim p(z) = b.

z—a z—0
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La cantidad a puede interpretarse como aquella cantidad de productos
en el mercado a partir de la cual el precio se desploma a cero, mientras
que la cantidad b puede interpretarse como el precio que llega a alcanzar
un producto cuando tiende a desaparecer del mercado. Supondremos
también que para ¢ = 1,2, la funcién de demanda inversa satisface

Py + x9) + 2" (21 + 22) <0, (1)

pues esta ecuacion tiene una interpretacién econémica importante sobre
las producciones de las empresas en el duopolio [5], 11]. Puesto que la
funcién de demanda inversa es estrictamente decreciente, también es
verdad que p/(z) < 0. Junto con la suposicién (1) obtenemos

2]7/(.7}1 + Ig) + .Tip//<$1 -+ .TQ) < 0. (2)

El costo para producir z; productos para la empresa ¢ se deno-
tard por Cj(x;), que se asume dos veces diferenciable, estrictamente
creciente, convexa y satisface C;(0) = 0. Las entradas de la empresa
i estdan dadas por lo tanto por la férmula x; p(z; + z2) y sobre esta
cantidad es sobre la cual se calcula el impuesto a pagar. Sin embargo,
la empresa i elige declarar que sus entradas fueron por la cantidad z;,
de modo que z; < z; p(z1+22). Note que se permite que z; sea una can-
tidad negativa, lo que significaria que la empresa ¢ le reporta pérdidas
al gobierno.

Vamos a suponer que el gobierno impone un impuesto 0 < o < 1
sobre la cantidad declarada sujeta a gravamen y que con probabilidad
0 < ¢; < 1 el gobierno sorprende a la empresa ¢ evadiendo impuestos.

En caso de detectar que la empresa ¢ incurrié en evasion fiscal, el go-
bierno procede a cobrar una penalidad sobre la cantidad z;p(z1+x2)—2;
evadida al fisco. Denotaremos por F' a esta funcién de penalidad y la
supondremos positiva, diferenciable, estrictamente creciente y estricta-
mente convexa. Ademds se supondrd que F'(0) = 0, de modo que quien
haga una declaraciéon honesta no tenga por que pagar sancién alguna.

La funcién P; = P, (z1, %2, 21, 22) de beneficio de la empresa i (i =
1,2), consiste en la suma de dos términos. El primer término consiste en
multiplicar la probabilidad 1—¢; de no ser detectado evadiendo impues-
tos por la ganancia esperada, donde por ganancia esperada se entiende
el resultado de substraer a las entradas x;p(z; + p2) de la empresa i el
costo C;(z;) y la cantidad a pagar de impuestos oz;. El segundo término
estd dado por el producto de la probabilidad ¢; de que la empresa ¢ sea
descubierta evadiendo impuestos multiplicada por la ganancia resultan-
te, la cual se calcula substrayendo de las entradas x; p(z; + z3) de la
empresa ¢ el impuesto o x; p(z1 + x2) que honestamente se debe pagar,
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el costo de produccién Cj(x;) y la multa F' (z;p(x1 + x3) — 2;) sobre la
cantidad de impuesto evadida. Luego, la funcién de beneficio para la
empresa ¢ estd dada por la férmula:

P; (1,22, 21, 22) = (1 — ;) (@i p(z1 + 22) — Cyi(;) — 02;)

+ ¢ ((1 — o) x; p(r + x2) — Ci(xy)

— F (2 p(x1 + 32) — Zz'))

=(1—qio)xip(x + x2)
— ¢ F (z;p (21 + 22) — 2)
— (1 —=q)oz — Ci(zy). (3)

Un equilibrio de Cournot en un duopolio con evasiéon de impuestos
consiste en una pareja de niveles de produccién (z1,z5) y una pareja
de montos a declarar (zi, z3) de tal forma que la empresa i maximiza
sus beneficios produciendo z; unidades y declarando un monto z; al
considerar que la empresa j produce x; unidades y declara un monto
zj. El problema de encontrar un equilibrio de Cournot con evasién de
impuestos se reduce a la solucién de ciertas ecuaciones como se esta-
blece a continuacién. Cabe mencionar que la siguiente proposicién se
demuestra en [5] para el caso general en que se tengan n > 2 firmas
compitiendo en el mercado (oligopolio), sin embargo, en dicho articulo
los autores suponen que las funciones de costo son de manera particular
de la forma Cj(x;) = cx; con ¢ > 0 constante, cosa que nosotros no ne-
cesitamos. También mencionamos que la siguiente proposicion aparece
sin demostracién en [7, Proposicién 1], sin embargo, la autora omite
suponer la desigualdad aunque los ejemplos presentados en dicho
articulo si la satisfacen.

Proposicién 1.1. Los valores optimos de x1, x9, 21 y 29 del problema
del duopolio de Cournot planteado arriba se obtienen al solucionar el
sistema de ecuaciones

(1 — qi0 — ;" (x5 p (01 + 1) — Zz)) (4)
(p(xl + Ig) + :ch-p’(xl + .732)) — CZ/(.Z}) 0
—(1—q) o+ q F'(zip(xy + 22) — 2) = 0

donde 1 =1, 2.

Demostracion. Para encontrar la solucién, se deben resolver las ecua-

)

ciones = 0, para ¢ = 1,2; estas ecuaciones forman
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el sistema de ecuaciones de la proposicion. Solo falta por demos-
trar que la solucién de dicho sistema efectivamente es la que optimiza
el problema del duopolio de Cournot, es decir, debemos verificar que
las funciones P; y P, alcanzan su maximo en la solucion del sistema
de ecuaciones . Por el Criterio de las Segundas Derivadas Parciales,

2 p, 2p. 92p. 2p. \2
basta mostrar que 8851 <0y 882’}-2)1 %5’ — (%) > 0. Pero observe que
0P
ggl = —q;F" (vip(w1 + 12) — 2;) <0,
i

es negativo pues la segunda derivada de F' es positiva por ser F' estric-
tamente convexa. Mas aun, se verifica que

= —¢;F" (zip(x1 + 22) — 2)

0*P,0*p;, ([ 0°P, \°
Dz 0x? 02,0z

((1 — 0‘) (Qp, (ZEl + $2) + ZL‘ip” (.’B1 + 332)) — CZ”(ZL'Z)) > 0,

es positiva ya que la segunda derivada de F' es positiva por lo dicho en
el parrafo anterior, mientras que el factor (1 —0)(2p'(z1 + 22) + z:p" (21
+ 25)) — C!(x;) es negativo por (2)) y por ser C; convexa. O

A continuacion demostraremos el resultado principal de esta sec-
cion, que nos permitira discutir sobre la solucion del sistema de la
proposicion anterior.

Teorema 1.2. El sistema de ecuaciones puede reescribirse como

(i=1,2)

C! Z;
p(x1 + @) + ap (21 + 22) = 125 U)
/ - 4q;

F (Iip(l'l + ZL’Q) - Zz‘) = m g. (5)

Mas aun, el sistema de ecuaciones induce el siguiente sistema de
ecuaciones (i =1,2)

l1—0

rip (x1 + 9) =

Fla ploy+22) — ) = F (21 p (0 + 22)) — (1 _q>az (6)
F@%p@y+@)—%):(l_%)(“@@”)

Qi 1—0
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Demostracion. Para ¢ = 1,2, de la segunda ecuacién del sistema
obtenemos

1—g
F'(zip (x4 22) — 2) = q.qUa (7)
y sustituyendo ([7)) en la primera ecuacién del sistema se deduce
Ci(z;)

(8)

p(xl —|-IB2) +$i p/($1 +ZL‘2) = 1 —U.

Observe que la ecuacién anterior puede reescribirse como

Ci(;)

l1—0

oz, (zip (71 + 22)) =
y ahora integrando ambos lados con respecto de z; y usando que C'(0) =
0, se obtiene

1—0

i p(z1 + x2) =

como se queria.
Por otro lado, la ecuacién (7)) puede reescribirse como
1—gq

0
o, (F (zip(z1 4 22) — 21)) = 0 a,

por lo que al integrar con respecto de z; se obtiene

F(aip (114 22)) — F (2:p (31 + 75) — ) = (1 ;q>az

equivalentemente,

F s p (214 32) — 2) = F (21 p (01 + 22)) — (1 _qi)azi.

Para completar la prueba, multiplicamos y (8) para obtener

F' (@ plary +22) — 2) (p(ay +22) i/ (11 +12)) = ((fi) ) (1 ;%)a

integrando ambos lados respecto de x; y sustituyendo F'(0) = 0 = C;(0),
concluimos que

Flasp (a1 + 1) — ) = (1 - ql’) (Uci(xi)).

4d; l—o
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Ahora podemos demostrar el siguiente corolario que tendra inter-
pretaciones econdémicas interesantes.

Corolario 1.3. El sistema de ecuaciones (@ induce, para i = 1,2 y
7 =1,2, las siguientes ecuaciones y desigualdades:

o0x;
90, = 0.
Ademds
gz>03ii:j y ggjzosii#j.
Finalmente
gzi <0 Y ?9? < 0.

Demostracion. Derivando implicitamente la primera ecuacion del sis-
tema con respecto a g; se obtiene

(1= ) )+ o ) = L)) 5 =0

y puesto que (1—0) (2p'(x1 + x2) + 2:p" (x1 + x2)) — C'(x;) es negativo,

x.
por la hipdtesis 1) y por ser C; convexa, concluimos que 3 L =0.
qj

Derivando ahora la segunda ecuacion del sistema con respecto a
g; se obtiene

14 a (2
F" (xip(z1 + 22) — %)) (% (1 + x2)
J
i -5 | =0 —
Pl dg;  0q; 9q; q;

L [
pero acabamos de probar que — = 0 y tenemos ademds F"(z;p(z +

g,
x9) — z;) > 0 por ser F' estrictamente convexa, por lo que la ecuacién
anterior implica que

91
0z 7 3%‘ qi

0q; B (xip(z1 + x2) — 21))
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En el caso para el que ¢ # j, el lado derecho de la ecuaciéon anterior
es cero, como se queria demostrar; mientras que para el caso 7 = j la
ecuacién anterior se vuelve

0z o
g @F" (zip(x1 + 29) — 2))

el cual es positivo como se queria demostrar.

. ., T , . .
A continuacién vamos a calcular — y con este proposito diferen-

o
ciamos la primera ecucacién en ([5)) con respecto de o para obtener

0 W 1/ o) ) / 0 %
(1-o0) <%p (w1 + 22) + 230" (21 + 1102)% + p' (@1 + x2) 83;)
/ " ax%
— (:Eip (1‘1 + $2) +p($1 + 1‘2)) = CZ (Q?Z) 90 .
Entonces
% _ mip/(xl + x2) +p<$’1 + 332) (9)
do (1 —0) (2P (21 + 22) — 2ip (21 + 12)) — CF (25)

Sustituyendo la primera ecuacion del sistema se obtiene

ox; Ci(x;)

do  (1— o)) (1= o) (2p'(z1 + 22) — 23p" (21 + 22)) — CY (2;))
el cual es negativo por ser C; estrictamente creciente y convexo y por la
desigualdad . Finalmente, derivando la segunda ecuacién del sistema
con respecto a o se obtiene

1" 0 0z 1—g
F' (ip(@1 + 22) — %) <8_a (zip(x1 + x2)) — 82> N Qiq
de donde
0 1—gq
Oz F" (xip(x1 + 22) — 2) 7= (wip(z1 + 22)) — g
Zi _ ag qi (10)
Oo F" (zip(xy + 22) — 2;) .

Pero utilizando @D uno calcula que

0

& wplar+22)) = T (i (ar +-22) o+ )

Jdo
(z:p (21 + x3) + p(y + 33))
(1 — U) (Qp’(l’l + ZEQ) — $ip”($1 + 332)) — C{’(xl)
<0
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puesto que el numerador es positivo mientras que el denominador es
negativo. Sustituyendo la anterior expresién en ([10]), se concluye que

0z; . o
— es negativa, pues F” (z;p(x1 + o) — z;) es positiva por ser F es-
o

trictamente creciente y estrictamente convexa. O

El teorema|1.2] y corolario nos muestran aspectos cruciales en el
comportamiento de las dos empresas que conforman el duopolio cuando
se tiene por hipdtesis que se quiere maximizar la funcién beneficio (3)):

= La primera ecuacién del sistema nos dice que en el punto
de equilibrio el costo marginal es igual a los ingresos margina-
les después de impuestos; mas atn, esta ecuacion establece que
los niveles 6ptimos de produccion, y por tanto el ingreso, de las
empresas no se ven afectados por sus actividades de evasion de
impuestos.

» La segunda ecuacion del sistema (5)) puede ser interpretado como
el equilibrio entre la penalidad marginal con la probabilidad de
que no sean sorprendidos evadiendo impuestos. En otras palabras,
puesto que dicha ecuacion es equivalente a

iF (ip(r1 4+ 22) — 21) = (1 — ;) (ip(z1 + 22) — 2)

0
e 82’@ 821
se observa que en el punto de equilibrio el ahorro marginal de la
evasion fiscal es igual a la penalidad marginal.
., Oz . .
= La ecuaciéon % = 0 del corolario [1.3| reafirma lo dicho en el
4j
primer punto de este apartado: que los niveles de producciéon son
independientes de la probabilidad de ser sorprendido evadiendo
impuestos.
» La desigualdad 0. > 0 si ¢ = j en el corolario [1.3| nos dice que
4;
las empresas tienden a ser mas honestas en sus declaraciones de
impuestos si saben que aumenta la posibilidad de ser sorprendidos
ZA
en el ilicito, mientras que 8_Z = 0 si i # j nos dice que para
4dj
efectos de maximizar sus ganacias, a la empresa i no le afecta que
descubran a su empresa rival evadiendo impuestos.

0z : :
» La desigualdad 8—Z < 0 del corolario afirma que si aumenta

o
la tasa del impuesto entonces las empresas tienden a disminuir la
cantidad de ingresos declarada, es decir, tienden a ser deshonestos.
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= Como tultima observacién nos damos cuenta que la desigualdad

al’i
do

puesto entonces las empresas tienden a disminuir su produccion.
En otras palabras, de la ecuacién @D podemos interpretar que el
signo de razéon de cambio del nivel de produccion con respecto a
la tasa de impuestos es contrario al signo del ingreso marginal.

< 0 del corolario afirma que si aumenta la tasa del im-

Por lo tanto, puede afirmarse que las auditorias pueden considerarse
como buenos disuasorios para la evasion fiscal, pues el incremento en la
posibilidad de ser detectado evadiendo impuestos, uno de los objetivos
de las auditorias, logra que las empresas tiendan a ser honestas en su
declaracién de impuestos.

2. Un modelo dinamico de duopolio de
Cournot con evasién de impuestos y
tiempo de retardo

Sea 7 un numero real positivo. Diremos que el sistema

dx L
— = G(Z,37) (11)

de ecuaciones diferenciales ordinarias de n ecuaciones con n incognitas
es un sistema con retardo T, si Z(t) = (x1(t), x2(t), ..., x,(t)), Z-(t) =
(wl(t_T)axQ(t_T)v ce 7xn(t_7_)) y G(f? fﬂ') = (gl<f> 57)792(fa f‘r)a SRR
gn(Z,%;)). Un punto de equilibrio *(t) = (z7,x3,...,x}) es aquel que
satisface G(&*,7%) = G(&*,2*) = 0.

La siguiente proposicién aparece en [1] para el caso n = 1.

Proposicién 2.1. La linealizacion del sistema en un punto de
equilibrio es

Z—f = A7 + BZ, (12)
Digi Dagr -.. Dngr
donde A = Dl,g2 Dot ' Dq?gz 5
Dyg, Dsg, ... Dypg,
D191 Dny2gr -.. Datn
B = anlg2 Dniag: o D2:192 y las derivadas parciales se eva-

Dn+1gn Dn—l—an D2ngn
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lian en el punto de equilibrio dado. El polinomio caracteristico corres-
pondiente estd dado por la formula

p(A) =det (A+e B —A) =0.

*

Demostracion. Sea &*(t) = (x7, x5, ..., 2%) un punto de equilibrio del
sistema (11). Entonces G(*, %) = G(z*,2*) = 0. Considere &* + €

X
una solucién cercana al punto de equilibrio dado. Entonces EE =

(& + eF
AE D) _ G 4 2, 7+ eF,).

Por el Teorema de Taylor

G(F + €2, + i) = G(T*,7) + A~ i + B - €7,
— ¢(AT + BZ,)

y por tanto

.
d—f — A7 + BZ,. (13)

Para calcular el polinomio caracteristico, sea
Z(t) = veM

con ¥ # 0. Entonces #,(t) = 7)™ = e~ #(t). Sustituyendo en ((13)
obtenemos

dx

dt

— AT+ B-e 7%

= (A + e M B).f.

AT =

De donde
(A+e B —X)Z=0.

Y como v # 0 implica & # 0, concluimos que
p(\) =det(A+e B — \)
=0
es el polinomio caracteristico del sistema, como se queria demostrar. [

Para formular un modelo dinamico del duopolio de Cournot con eva-
sién de impuestos, comenzamos suponiendo que la empresa i (i = 1,2)
tiene un nivel de produccién z;(t) que varia continuamente con respecto
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al tiempo ¢ y es una funcion diferenciable. Similarmente, se asume que
la empresa ¢ decide declarar al gobierno, para propositos del célculo
de sus impuestos, que en el instante t sus entradas son por la canti-
dad z;(t). Supongamos que los niveles de produccién (xy(t), z2(t)) y
los montos que se declaran (z;(t), 22(t)) no constituyen un equilibrio
de Cournot con evasién de impuestos. Supondremos entonces que cada
una de las empresas ajustan sus niveles de produccién y sus montos a
declarar buscando incrementar sus beneficios. Asi, la razén de cambio

dﬂfi

— del nivel de produccién z;(t) con respecto al tiempo ¢ serd direc-

dt

tamente proporcional a las ganancias marginales —, es decir, a la

O,

7
razéon de cambio de las ganancias con respecto al nivel de produccion.

Analogamente, la razén de cambio ﬁ de lo que declara la empresa al
op;

@ZZ‘ ’
la razén de cambio de las ganancias con respecto a lo que se declara.
Solo falta ajustar las funciones de beneficio P, y P» definidas en
de modo que reflejen que la primer empresa actiia como lider y que la
segunda observa las acciones (x1(t), z1(t)) de la primera y por razones
tecnoldgicas tarda 7 unidades de tiempo en ajustar su producciéon. La
primera empresa no modifica su féormula de utilidades, por lo que su
funcién de beneficio en tiempo t es

gobierno con respecto al tiempo es directamente proporcional a

Pl (xlva’Zl)z27x17'7x27'7217'7227') (14)

= (1 - C]z‘) (xl(t)p(xl(t) + $2(t)) - 01(951(75)) - 021(t))
fa ((1 o) a1 (1) plas(t) + a(t)) — Cr(an (1))

- Fp ) +20) - 2(0))

Sin embargo, puesto que a la segunda empresa le toma 7 unidades de
tiempo ajustar su produccion, es menester ajustar esto en su funcion de
beneficio ya que ahora, en el tiempo t, sus entradas son por la cantidad

o) p (21-(t) + 22()) = 22 () p (21 (t = 7) + 2(1)) -

Luego, la funciéon de beneficio de la segunda empresa estd dada por
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Py (w1, 9, 21, 22, T17, Tar, 214, Z21) (15)
= (1= q2) (22(t) p (21, (t) + 22(t)) — Co(22(t)) — 022(1))

+ o (1= 2)aa(0)p 1(0) + aa(0)
- Cg(%g(t)) — F(.Tg(t)p (.TlT(t) + sz(t)) - Zg(t»)
Sea Z(t) = (x1(t), 2(t), 21(t), 22(t)) de modo que Z,(t) = (x1,(t),

Tor(t), 21:(t), 22-(t)) = (x1(t — 7),22(t — 7), 21(t — 7), 22(t — 7)). Sean
k17 k?g, k’g, ky >0 y sea

.. oP, ., oP, , ., oP, , ., oP, .,
G(Z,%,) = ( 18I1 (Z,Z,), ko o, (%, Z;), k3 95 (Z,Z,), kq 9% (:c,xf))

Por tanto, se tiene el siguiente modelo dindamico de duopolio de
Cournot con evasién de impuestos y retraso de tiempo 7

di
d—f = G(7,7,). (16)
El sistema obtenido en ([16]) es un poco diferente al propuesto en

[7, Ecuacién 9], pues en dicho articulo, la ltima ecuacién del sistema,

dz oP.
es decir cl_t2 = k:48—2, considera a P, sin tomar en cuenta el tiempo
%)

de retraso como nosotros proponemos en ([15)). La siguiente proposicién
nos dird cuales son los puntos de equilibrio del sistema con retardo ({L6))
en los cuales estamos interesados.

Proposicién 2.2. Si (z7], 3, 27, 23) son los valores dptimos del proble-
ma del duopolio de Cournot estdatico planteado en la seccion anterior,
entonces la funcion ©*(t) = (x5, 2%, 25, 25) es un punto de equilibrio del
sistema de duopolio de Cournot dindmico con tiempo de retardo (@

Demostracion. Por demostrar que G(*,2*) = 0. El resultado se sigue
entonces de la proposicion [1.1| pues

8£L’<x y L ) = %(xlamelaZQ) =0
Y oP, oP,
az'l (f*af*) = a_zz('f{wf;az)lkaz;) =0.
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Proposicion 2.3. La linealizacion del sistema (@) en el punto de equi-
librio dado por los valores optimos del problema del duopolio de Cournot
estdtico tiene como polinomio caracteristico al polinomio caracteristico
de la matriz

9*P, 0P, 0*P,
el Ry . 0
895]2 012011 02101
. 0°P, 0*P, 0*P,
e ko —— 0 ko
o — 011,01 0x; 029079
T 9’P, 0% P, 0P, 0
38x18221 8:622821 3 022 )
0°P, 0*P, 0*P,
AL k k
© 439017(922 01907 0 4 023

donde las derivadas parciales estdan evaluadas en el punto de equilibrio.
Mas atn, el polinomio caracteristico de C. puede escribirse como

p1 (M) p2 (N) — e (aX — b)(ch — d) (17)
donde p;(\) es el polinomio caracteristico de la submatriz de C; que
consiste de sus renglones y columnas i y i+ 2, a = Cr,,, ¢ = Cp,,, b
es el determinante de la submatriz de C. que consiste de sus renglones

1y 3y sus columnas 2 y 3, y d es e’ mutiplicado por el determinante

de la submatriz de C, que consiste de sus renglones 2 y 4 y columnas 1
y 4.

Demostracion. Usando la proposicion [2.1| calculamos

4
8951787;2

0’P, 0’P, 0*P,
k k k
! 81‘% 181‘%81'1 182181‘1 02
P. P.
0 h2 aax; 0 k2 ai 332:
_ 5 2022
S I R )
202,02, 36x22621 3 022 )
8 P2 a P2
0 k 0 k
431’2822 4 823
y
0 000
2
kgﬂ 000
B = (91'17.8.732
0 000
0*P.
200 0
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y por tanto C, = A 4 e "B, por lo que usando de nuevo la propo-
sicién [2.1] se sigue que el polinomio caracteristico de la linealizacién
del sistema es igual al polinomio caracteristico de C. El tultimo
enunciado de la proposicion afirma que

det(Cy = AT) = pr (A p2 (A) — €7 (aA — b) (A — d)

y esto se prueba expandiendo ambos lados de la ecuacién de manera
directa y verificando que resultan ser la misma expresién algebraica,
omitimos los detalles. [

En sistemas dinamicos es importante saber si un punto de equi-
libro dado es asintéticamente estable: de ser asintéticamente estable
se tendria que la solucién del sistema que comienza cerca del punto
de equilibrio se acerca mas y mas al punto de equilibrio con el pasar
del tiempo. En nuestro caso, si el punto de equilibrio #* dado por la
proposicion fuera estable, entonces tendriamos que cada vez que el
nivel de produccion y la cantidad que declara de impuestos la empresa
¢ fuera aproximadamente z} y z; en el tiempo t = 0, respectivamente,
entonces con el pasar del tiempo, ambas empresas tenderian a tener el
nivel de produccion y declarar impuestos precisamente las cantidades
T; y z;, respectivamente.

Resulta [13] que para discutir las condiciones que se necesitan pa-
ra que el punto de equilibrio de la proposicion sea asintoticamente
estable, primero es importante dar dichas condiciones para el caso par-
ticular en el que no hay retardo, es decir, cuando 7 = 0. Esto lo hacemos
a continuacion.

Proposicién 2.4. Cuando el sistema @ no tiene retardo, es decir,
para T = 0, entonces el punto de equilibrio dado por los valores optimos
del problema del duopolio de Cournot estdtico es asintoticamente estable
si los coeficientes del polinomio caracteristico de su linealizacion

P1 ()\) y%) ()\) — ((1)\ — b)(C)\ — d) = /\4 + Oél)\3 + OKQ)\2 + 043)\ + oy
satisfacen las desigualdades
as >0 ¥y oajasag > ozg + oz%oz4.

Demostracion. Por el Criterio de Routh-Hurwitz, la afirmacién de la
proposicién se sigue si se tienen las cuatro desigualdades a; > 0, a3 > 0,
as > 0y ajasag > 04§ + a%a4. Por tanto, solamente tenemos que de-
mostrar las dos desigualdades ac; > 0 y ag > 0. La primera desigualdad
se sigue del hecho que los coeficientes de pi(A) y pa(\) son positivos,
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ya que (27, 27) y (23, 23) son los puntos en donde P; y P, alcanzan su
maximo y k; > 0 para ¢ = 1,2,3,4. Para la segunda desigualdad se
calcula

2
oy = H k)il{?i_;,_gtiN (xip (ZL’l + JIQ) — Zz) ((1 — O')p,(l’l + ZL'Q) — CZH(ZEZ))
=1

resultando positiva por ser producto de factores positivos por dos fac-
tores negativos. O

Concluimos el presente articulo con un ejemplo para esta ultima
proposicién. Sean ¢ > 0y 0 < ¢ < 1 constantes. Vamos a consi-
derar el problema del duopolio de Cournout en donde tanto el costo
de produccién C;(z) = cx como la probabilidad ¢; = ¢ de ser descu-
bierto evadiendo impuestos, son los mismos para ambas empresas. Sea
T = (a3, 23, 25, 25) el vector de valores dptimos, es decir, la solucién
del sistema . Ahora considere el problema dindmico, sin tiempo de
retardo, del Duopolio de Cournot, es decir, el sistema ({16 con 7 = 0,
y supongamos que k; = 1, ¢ = 1,2,3,4,. Probaremos que la condiciéon
para que T* sea un punto de equilibrio asintéticamente estable para
el problema dinamico sin retardo del duopolio de Cournot se reduce a

suponer la desigualdad

(%1 (z1p(zy + 12)) + ai% (z1p(21 + 22)) > 0, (18)
donde las parciales se evalian en el punto de equilibrio.

Primero verificamos que el punto de equilibrio es simétrico, es decir,
que z* =z} = x5 y 2" = 2{ = z;. Esta observacién se hizo en [5] y
a continuacién reproducimos el argumento. Usando el Teorema [[.2], se
sustrae la primera ecuacién de con ¢ = 2 de la misma ecuacion con
1 =1y se obtiene

(1 —0) (2] — 23) p'(af + 23) = 0.

Como p es estrictamente decreciente y 0 < o < 1, la ecuacién anterior
implica que x] = 3. Sustituyendo ahora en la la segunda ecuacién de
para ¢ = 1,2 e igualando se obtiene

F' (ip' (0] + a3) — 2) = F' (w5p' (2] + 23) — 23)

y por ser F' estrictamente creciente se concluye que es uno-a-uno y por
tanto 2 = 23, como se queria demostrar.
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Evaluadas en el punto de equilibrio simétrico, las segundas derivadas
parciales de P; son las mismas que las de P,, es decir,

0P, 0*°P, 0*P,  0°P, 0P, 0Py 02 P, 02 Py

ox?  0x3’ 022 0227 Oxy01y B 0x101s’ 0z,01, B 029075’

y

0’P, %P,
8@&21 n 81’1822.

El polinomio caracteristico (17)) puede entonces escribirse como

M X+ o) + ash + oy = (A4 myd + ma)” — (ad — b)>?
= M 4+ 2m 0% + (2mg +m? — a?)N?
+ (2mymg + 2ab)\ + m3 — b

Por la proposicion [2.4] el punto de equilbrio es asintéticamente es-
table cuando
2mimg + 2ab > 0

y
2my (2my+m?3 —a®)(2mymy+2ab) > (2myma+2ab)® +(2mq)? (m3 —b?).

La primera desigualdad se puede verificar utilizando la hipdtesis .
Para verificar la segunda desigualdad, usamos la suposicion , para
obtener que m; +a > 0. Por lo que m? — a? > 0. De esto se desprende

que

2my (2my + mi — a*)(2mymy + 2ab) > 2my(2ms)(2myms + 2ab)
= 8mim3 + 8mymaab
> 8mim3 + 8mymaab + 4b*(a® — m?)
= (2myma + 2ab)® + (2my)*(m3 — b*)

como se queria.

Si en particular definimos también las funciones de demanda inversa
y de penalidad por p(z) = 1/x y F(x) = %saﬁ, respectivamente, con
s > 1 una constante, en este caso puede probarse que la solucion al

sistema es

. 1—0 1 1-—g¢
= 4c — Y Zl:ﬁ_ qs

La condicion es automatica, por lo que el punto de equilibrio
es asintéticamente estable. En [6, [7] se trabaja este mismo ejemplo con
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la diferencia de que alli se consideran funciones de costo C;(z) = ¢z
en donde c¢; puede ser distinta a cs. Sin embargo, utilizando los resul-
tado obtenidos en este articulo, nuestro ejemplo considera cualesquiera
funciones de demanda inversa y penalidad. Mas atin, nuestra condicién
es, hasta cierto punto, sorprendentemente sencilla comparada por
ejemplo con las condiciones de estabilidad dadas en [7, Proposicién 5].
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