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Resumen

Einstein decia, en referencia a la mecanica cudntica: “The old
one does not play dice” - y es cierto, porque la probabili-
dad que se usa en la mecanica cuantica no es la probabilidad
cldsica que se usa en los juegos (como los dados). Este es el
primer ejemplo, histéricamente hablando, de una teoria de
probabilidad de las llamadas no clésicas o no conmutativas.
En este articulo presentaremos los conceptos de esta probabi-
lidad cuantica a un nivel introductorio, dirigido a estudiantes
de licenciatura con conocimiento del algebra lineal. Usaremos
la teoria de probabilidad en un espacio finito como analogia
para el caso de dimensién finita de la probabilidad cuéntica.
Ademas, ofrecemos un apéndice breve sobre un tema relacio-
nado (qubits) para que el lector vea que las ideas presentadas
aqui tienen otras aplicaciones. No se necesita conocimiento
alguno de la mecanica cuantica para entender este articulo.

1. Introduccion

,Por qué un articulo que se dice introductorio necesita una introduc-
cién? Porque en mi experiencia mucha gente no entiende el papel que un
articulo introductorio debe desempenar. Mi tinica meta en este articulo
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es despertar el interés del lector para que estudie los temas aqui ex-
puestos o quiza algunos temas relacionados a este. Si el lector piensa
que hay pocos detalles aqui, espero que siga leyendo otros articulos y
textos. Si piensa que hay demasiados detalles, espero que se de cuenta
que aqui faltan muchas cosas interesantes. En todo caso, la seccién mas
importante de este articulo es la bibliografia. Por lo tanto, no tienen
mucha importancia cosas secundarias como el origen de este articulo
en una conferencia, el hecho que su autor no tiene un dominio perfecto
del idioma o la exclusion de algunos temas de mucho interés para los
expertos en el area. Ojald que mi meta sea también la meta del lector.

Otra cosa: he aqui una introduccion. Hay otras, si el lector prefiere
otro punto de vista, quiere ver mas detalles o tal vez desea leer algo
escrito en inglés para aprender la terminologia internacional. Véase [1],
51, [9] v [11].

Hay otro asunto que se debe tomar en cuenta, dado que la pro-
babilidad cudntica tiene su origen historico en la mecanica cuantica.
Este articulo no es, de ninguna manera, una introduccién a la mecéni-
ca cuantica, cosa que implicaria un documento de tal vez cien paginas
(o més). Al contrario, no se requiere ningtin conocimiento de mecénica
cuantica para la lectura y comprensién de este articulo pues la teoria
matematica de la probabilidad cuantica es casi completamente auto-
suficiente: lo tinico que faltarfa es la motivacién fisica (que viene de
la mecdnica cuédntica). Por lo tanto, los ejemplos presentados en este
articulo se estudian desde el punto de vista matemético y no desde el
punto de vista de la fisica.

Una nota para terminar esta introduccion: La necesidad de la teoria
de la probabilidad cuantica proviene de la fisica; mas concretamente,
de la fisica experimental. No hay, hasta la fecha, una justificacién ma-
temdatica para su estudio (de hecho es posible que esta justificacién no
exista).

2. Probabilidad Clasica - Caso Finito

Antes de empezar le hacemos notar al lector que, dado que este articulo

estd basado en una conferencia de noventa minutos, no haremos todas

las demostraciones. Cada afirmacion sin demostracién o con demostra-

cién incompleta debe considerarse como un ejercicio para el lector.
Un caso especial de la probabilidad clésica consiste de:

1. un conjunto €2 que es finito y no vacio,

2. todos los subconjuntos E C €2, llamados eventos,
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3. una funcidn de probabilidad P tal que 0 < P(FE) < 1 para cada
evento F C (2.

Se dice que P(E) es la probabilidad del evento E si se cumplen las
siguientes propiedades:

1. P(0) =0, donde () denota al conjunto vacio,
2. P(Q) =1,

3. P(Ey U Ey) = P(Ey) + P(E,), si E1 y Ey son eventos disjuntos,
es decir, si E1 N Ey = (.

Estos son los principios de la teoria de probabilidad clésica desarro-
llada por Fermat y Pascal, entre otros, en el siglo XVII para estudiar
juegos como las cartas. Hoy en dia, la probabilidad clésica tiene mu-
chas aplicaciones en biologia, ingenieria, fisica y hasta en las mismas
matematicas.

En este articulo no hablaremos de la teoria de probabilidad cldsica
de Kolmogorov (1933, véase [10]) para el caso cuando Q es infinito,
dado que tiene un nivel mas avanzado y muchos detalles técnicos.

Una observacién clave: existen experimentos con la propiedad de
que cuando se llevan a cabo bajo condiciones iniciales iguales (o esen-
cialmente iguales) no dan siempre el mismo resultado; es decir, hay
un conjunto de dos (o més) resultados del experimento (o mediciones)
posibles. Es para estos casos que surge la necesidad de una teoria que
no sea determinista (una teoria es determinista si predice exactamente
un sélo resultado para cada experimento u observacion). Una teoria
que describe situaciones donde hay mas de un resultado posible se lla-
ma una teoria de probabilidad. Algunos ejemplos de estas teorias son
la probabilidad clasica de Kolmogorov, la probabilidad cuantica y la
probabilidad libre (véase [20]).

Por todo esto, en una teoria de probabilidad, las estructuras ma-
tematicas que corresponden a las cantidades medidas u observadas en
experimentos, y expresadas como numeros reales, son importantes. En
la probabilidad cléasica, estas estructuras se llaman variables aleatorias.
Por definicién, una variable aleatoria es una funcién X con valores
reales:

X: Q=R

La idea detras de esta definicién es que los numeros reales en el
rango (o imagen) de X, definido como

Ran(X) = {A e R[Tw e Q, A= X(w)},
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son todos los valores medibles posibles de la cantidad experimental co-
rrespondiente a X.

Se define el valor esperado (o mas bien el valor promedio) de X con
respecto a P por

(X) = ZP(w)X(w) donde P(w)= P({w}).

Hacemos notar que el conjunto
{X]|X:Q->R}

de todas las variables aleatorias es un espacio vectorial sobre R de
dimensién finita n = card(Q2) > 1. Este espacio vectorial también tiene
un producto conmutativo dado por la multiplicacién usual de funciones:

XY (w)=(X Y)(w) = X(w)Y(w)

para cada w € 2 donde X,Y son variables aleatorias.

3. Mecanica Cuantica en Dimension
Finita
La Mecanica Cudntica de Pauli y Wigner (~1930) empieza con el es-
pacio vectorial
C'={z=(z1,22,...,2,) | 2 € C paral < j <n}

de dimension finita n > 1 sobre los niimeros complejos C, con el pro-
ducto interior

n
(z,w) == Z Ziwj.
j=1

Aqui z = (z1,...,2,) € C", w = (wy,...,w,) € C", y * es el complejo
conjugado de B € C. El espacio C" tiene una norma || - || dada por

n

n
12]]> = (2, 2) = Zz;zj = Z |z;|> para cada z € C".
j=1

j=1

No presentaremos en este articulo la teoria de la mecdnica cudnti-
ca de Heisenberg y Schrodinger (1925-26) para el caso de dimensién
infinita, dado que tiene muchos detalles técnicos. Al igual que la proba-
bilidad clasica general de Kolmogorov, esta teoria es importante pero
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no tenemos que estudiarla para alcanzar nuestras metas. Al estudian-
te interesado en aprender en el caso general la probabilidad clasica, la
mecéanica cudntica y la probabilidad cuédntica (entre otros temas) le re-
comendamos ampliamente la lectura de estos temas en otros articulos
y libros. Véase la bibliografia para empezar.

Para definir las estructuras matematicas en la mecanica cuantica
que corresponden a cantidades medidas en un experimento introduci-
mos el conjunto de matrices complejas n x n (con n entero, n > 1)

MAT(n;C) := {A = (Aji), matrizn xn, Aj, € C, 1 < j, k <n}.

Cada matriz A define un mapeo lineal A : C* — C™ de la manera
usual:

(AZ% = Z Ajkzk.
k=1

Reciprocamente cada mapeo lineal de C" en C" proviene de una matriz
tnica en MAT (n; C). (Para nosotros mapeo, transformacion y funcion
son sinénimos. Usamos un abuso comtin de notacién: el simbolo A de-
nota a la matriz y al mapeo lineal correspondiente.)

Resulta ser que MAT(n;C) es un espacio vectorial de dimensién
n? sobre C. Este espacio cuenta con el producto usual de matrices,
que es no conmutativo si n > 2. Por ser un espacio vectorial con un
producto compatible con las estructuras vectoriales (suma de vectores
y multiplicacién escalar), MAT(n; C) es un dlgebra sobre C.

Toda matriz A tiene una matriz adjunta A* donde se define A* como
(A*) k= (Ag;)* para 1l < j,k < n;es decir, A* es la matriz transpuesta
conjugada de A. Resulta ser que A* es la tinica matriz que satisface

(A2, w) = (z, Aw)

para todos los vectores z,w € C".
Si A = A*, se dice que A es autoadjunta (o Hermitiana). Denotamos
las matrices autoadjuntas por

HERM(n) := {A € MAT(n;C) | A= A*}.

Las matrices autoadjuntas corresponden a muchas de las cantidades me-
didas en experimentos con sistemas cuanticos. Vamos a ver més ade-
lante con todo detalle esta correspondencia, pero por lo pronto cabe
subrayar que es por eso que las matrices autoadjuntas son importantes
en fisica cuantica.
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Ejercicio: HERM(n) es un espacio vectorial sobre los nimeros reales
R y no lo es sobre los nimeros complejos C. El espacio HERM(n) no es
una subdlgebra de MAT(n; C) si n > 2. Ademés dimg HERM(n) = n?.
Ejemplo: HERM(2) tiene dimensién (sobre los reales) 22 = 4 y una
base estd dada por las tres matrices de Pauli

01 0 —i 1 0
1=\ 10) 27\ o) BTVl o0 -1

y la identidad, I = ( (1) (1) ) (Aqui i = y/—1.) Algunas propiedades

de estas matrices son:

0109 = iO'3 = —0907, 0903 = iO'l = —03029, 0301 = iO'z —= —0103.

4. Teoria Espectral

En esta seccion usaremos un teorema fundamental del élgebra lineal:
cada matriz autoadjunta tiene una diagonalizacion. Una referencia para
esta seccién es el texto de Halmos [6].

Sea A una matriz en MAT (n;C). El polinomio caracteristico de A
se define como

pa(A) :=det(A — A),

donde I € MAT(n; C) es la matriz identidad, det es el determinante de
una matriz n X n y A es una variable compleja. El polinomio p4 tiene
coeficientes complejos y es de grado n > 1.

Por el Teorema Fundamental del Algebra, podemos escribir el con-
junto de las raices complejas distintas de pa(\) como

SPEC(A) = {)\1, )\2, ceey /\k} cC

con 1 < k < n. Decimos que SPEC(A) es el espectro de A y que
A1, Ag, ..., Ak son los eigenvalores de A. (La palabra alemana eigen se
suele usar hoy en dia y es parte del vocabulario internacional matemati-
co. A veces se usan traducciones como propio o caracteristico.)

Existen diferentes caracterizaciones de los eigenvalores; mostramos
algunas de ellas. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

s 5 € C es un eigenvalor de A.

= pa(B) =0.
u det(ﬁ[ - A) =0.
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» La matriz fI — A no es invertible.

» El subespacio ker(81 — A) no es cero.
(Aqui ker(B) := {2z € C"| Bz = 0} para B : C" — C" lineal.)

» Existe z€ C"con z#0 y Az = f3z.
(En tal caso z se llama un eigenvector de A asociado a B.)

Quizas la ultima afirmacién sea la propiedad mas familiar para el lec-
tor. Sin embargo, usaremos la peniltima. Explicitamente, definimos los
subespacios

Vi=ker(\;I —A)#0 para 1<j<k.

Entonces z € V; siy s6losi (A\;I—A)z = 0siysélosi Az = \,z; es decir,
la accién de A en el subespacio V; es igual a la acciéon de multiplicacién
por A;. Se dice que A tiene el valor \; en el subespacio V.

Si ademas A es autoadjunta, entonces tenemos:

= Todos los eigenvalores de A son reales.

» Los subespacios V; son ortogonales; es decir,

(2i,2j) =0siz; € Vi y z; € V; para i # j.

 C"=V®Vo® - ®Vi. (Suma Directa)

Dejamos la tercera afirmacion como ejercicio. Para probar las dos pri-
meras afirmaciones, tomamos z;, € V; y z; € V,. Entonces para 1 <
1,7 < k tenemos

Nj(zis 25) = (21, Njzg) = (2, Azy) = (Azi, 25) = (N2, 25) = A (23, 25) -

Tomando i = 7, z; # 0 y usando (z;, z;) # 0, concluimos que A\; = \!, es
decir \; es real. Luego tomando i # j, tenemos que (\; —\;) (2, 2;) = 0,
que implica (z;, z;) = 0 porque \; # ;.

Al formar la unién de una base ortonormal de V;j, con una base
ortonormal de V5, y asi sucesivamente hasta llegar a Vj, obtenemos una
base ortonormal de C" con la propiedad que el mapeo lineal

A:C"—=C"

tiene una matriz diagonal en esta base ortonormal nueva. A esto se le
llama la diagonalizacion de la matriz autoadjunta A. En la diagonal \,
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aparece dim V) veces, Ay aparece dim V5 veces, ..., A\, aparece dim V
veces. Notese que dim V; > 1 para todo j.

Vayamos un paso mas adelante. En lugar de usar subespacios de C"
vamos a usar proyecciones ortogonales. Sea W C C™ un subespacio de
C". Resulta que podemos descomponer C" como una suma directa,

C'=Wa W,
donde el subespacio
W .= {veC"| (v,w) =0 para todo w € W}

se llama el complemento ortogonal de W en C".
Sea z € C". Podemos escribir de manera Unica a z como z = w + v

conw € Wy v € W, Al subespacio W asociamos el mapeo lineal
Ey : C" — C" definido por

Eyz .= w,

para cada z € C™.
Resulta ser que

Ew=Ey,=FE;, v Ran(Ey)=W.

(Aqui el rango de B : C* — C" es Ran(B) := {u € C"|dz € C",u =
Bz}.) Si E: C* — C" es un mapeo lineal que satisface F = E* = E?,
se dice que E es una proyeccion ortogonal. Al mapeo Ey se le llama la
proyeccion ortogonal sobre W.

Reciprocamente, para cada proyeccion ortogonal F tenemos que
E = Ey para un subespacio unico, a saber, W = Ran(FE).

A fin de cuentas, hemos obtenido una correspondencia uno a uno y
sobre (es decir, una biyeccidn) entre el conjunto de todos los subespa-
cios W de C™ y el conjunto de todas las proyecciones ortogonales F en
MAT(n;C). La correspondencia manda el subespacio W a la proyec-
cion ortogonal Ey mientras que la correspondencia inversa manda la
proyeccion ortogonal E al subespacio Ran(F).

Ahora podemos enunciar, al fin, el teorema de diagonalizacién. Es-
te teorema usa el concepto de proyeccion ortogonal para expresar los
resultados que ya hemos visto anteriormente.

Teorema: Si A € MAT(n,C) es una matriz autoadjunta, entonces
existe un entero k con 1 < k < n y existen proyecciones ortogonales
Ey #0, ..., Ey #0en MAT(n,C) y nimeros reales distintos Ay, ..., A
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tales que

EiEj =0 s ¢ 7& j,
I=E +FEy+-+E,
A=NE) + By + -+ N By

Ademas, el entero k, las proyecciones ortogonales y los niimeros reales
(con las propiedades indicadas) son tnicos. W

Este resultado fundamental del algebra lineal se llama Teorema Fs-
pectral para matrices autoadjuntas. Reciprocamente, si tenemos un en-
tero k > 1, proyecciones ortogonales y ntimeros reales con las propie-
dades indicadas, entonces podemos definir

A= )\1E1 + )\QEQ + e+ )\kEk

La matriz A es autoadjunta.

A la representacion de A dada por el Teorema Espectral se le conoce
como su resolucion espectral y es una forma canonica de A.

Es importante notar que hay una biyeccion: \; <— FE;. Es decir,
para cada eigenvalor A; (donde j =1,..., k) hay una tnica proyecciéon
ortogonal F; correspondiente y viceversa.

5. Mas del Mundo Clasico

Vamos a considerar nuevamente la teoria de probabilidad clasica, cuan-
do Q es finito y no vacio con n = card(§2) > 1, pero ahora sin considerar
la funcién de probabilidad P.

Para cada evento A C §2 definimos su funcion caracteristica x por

() 1, stiweA,
w) =
A 0, siwe, we¢A.

Se sigue que ya = x4 = X3 v ademds A =y, '(1).

Ademss, resulta que cada funcién y : 2 — C que satisface y = x* =
x? es la funcién caracteristica de un evento unico A, a saber, Y = ya
donde A = x71(1).

A fin de cuentas tenemos una correspondencia uno a uno y sobre (o
sea, una biyeccién) entre el conjunto de eventos A en 2 y el conjunto
de las funciones caracteristicas y, con dominio €2.

Ahora supongamos que A : € — R es una funcién arbitraria (varia-
ble aleatoria). Como €) es un conjunto finito, su rango satisface

R‘an<A) = {)\17 )\27 R )‘k}
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para un entero k tal que 1 < k < n y para A, Ao, ..., A\p numeros
reales distintos.

Si definimos el espectro de la funcién A, denotado por SPEC(A),
como el conjunto de nimeros reales A tal que la funcién A — A no tiene
inversa multiplicativa, entonces SPEC(A) = Ran(A).

Para cada “eigenvalor” \; € SPEC(A) definimos el evento

Aj = ker()\j — A) = {OJ - Q | A(W) = )\]} = A_l()\j) 7& @

Se dice que A; es el evento donde A toma el valor A;.
Los eventos A; son no vacios y son eventos disjuntos. Ademads se

tiene )
o=JA;
j=1

Definamos FEj; := xa, para cada j = 1,2,..., k. De nuevo tenemos
una biyeccién importante: \; «— E;. Ademas,

l=FE+ Ey+ -+ E,
A= ME + By + - + N Ej.

A esta descomposicién se le llama la forma canonica de la funcién sim-
ple A y la demostracién es un lema bésico en un curso introductorio
de la teoria de la medida. Hay que recordar que, en teoria de la medi-
da, una funcion simple es una funcién (medible) cuyo rango tiene un
numero finito de valores.

Por cierto, este lema no dice nada sobre medidas, de la misma ma-
nera que el teorema espectral para matrices autoadjuntas no dice nada
sobre medidas de probabilidad cuéntica.

Notese que el caso conmutativo de funciones tiene la misma estruc-
tura algebraica que el caso no conmutativo de matrices. Por esto, a
veces se dice que “la cuantizacion es usar operadores en vez de fun-
ctones”. Por supuesto, este no es un teorema pues resulta ser que hay
muchas cuantizaciones. Pero es una idea que puede ser muy util, ain
mas util que varios teoremas.

6. Regresando al Mundo Cuantico

Comparando la forma canénica de una funcién simple (variable alea-
toria) con la forma canénica de una matriz autoadjunta, podemos dar
por analogia una interpretacion fisica en la mecanica cuantica de una
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matriz autoadjunta A = A*. Interpretamos cada eigenvalor A; de A co-
mo un resultado posible de un experimento que mide la cantidad fisica
correspondiente a A y no hay otros resultados posibles.

La proyeccion ortogonal F;, asociada al eigenvalor \;, debe ser in-
terpretada como el evento cuantico correspondiente a la medicién de
A;. Por lo tanto, definimos un evento (cudntico) como una proyeccién
ortogonal E en MAT(n;C), o mas bien, un subespacio V' de C".

Ejemplo: Cada una de las matrices autoadjuntas %O’l, %(72 y %(73 co-
rresponden a una cantidad fisica. Estas cantidades fisicas son las tres
componentes (en direcciones ortogonales en el espacio euclideano R3)
del spin de un sistema fisico con spin 1/2. Aqui hablamos solamente
de la matemdtica del spin. Para aprender la fisica de spin, hay que
leer algun texto sobre fisica cudntica, como por ejemplo [4] o [19]. Por
otro lado, el lector debe darse cuenta que hay muchisimos otros libros
excelentes y puede escoger otro segin su preferencia.

Ejercicio: Encontrar la resolucion espectral para estas tres matrices.
,Cuadles son los resultados posibles de cada experimento y cudles sus
correspondientes eventos cuanticos?

Si F es un evento y se tiene dim¢ Ran(FE) = 1, se dice que es un es-
tado (puro) o un estado cudntico (puro). Equivalentemente, un estado
es un subespacio V' C C" de dimensién uno. (El porqué de esta defini-
cién se encuentra en la definicién de evolucion temporal de un sistema
cuantico, cosa que no explicaremos aqui.)

En fisica se le llama estado a un vector z € C" con ||z|| = 1, pues
este vector define al subespacio

Cz:={Xz| A e C} cCm,

de dimensién uno. Esta identificacion de vectores con espacios se puede
hacer notando que los vectores w y z € C" con ||w|| = ||z|]| = 1 definen
el mismo subespacio Cw = Cz si y sélo si existe a € C (con |a| = 1)
tal que w = az.

Los expertos notaran que el conjunto de los estados cuanticos puros
es el llamado espacio proyectivo complejo de dimensién n — 1 sobre los
complejos, denotado por CP"~!. Para los que todavia no son expertos
recomendamos nuevamente la lectura de estos temas.

Con esto, ya tenemos el lenguaje suficiente para describir la Proba-
bilidad Cuantica.

Un Principio de la Mecanica Cuantica:
Sea A una matriz autoadjunta y supongamos que

A:A1E1+)\2E2++)\kEk
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es su resolucién espectral. Si un sistema cuantico empieza en un estado
z € C" con ||z]| =1y se mide la cantidad fisica asociada a A, entonces
el experimento da el valor \; con frecuencia relativa

(2 Ejz) = || Bzl

(Después de la medicion de A, el estado final es E;z/| E;z||, un cambio
al que se le llama el colapso de la funcion de onda. No usaremos este
hecho.) W

Se puede demostrar que los nimeros (z, Ejz) para j = 1,..., k satisfa-
cen las propiedades de frecuencias relativas; es decir,

zEz

M»

0<(z,E;z) <1 y

Jj=1

Si se mide \; se dice que el evento cuantico £; ha sucedido.

Como cada evento cuantico F se encuentra en la resolucién espectral
de alguna matriz autoadjunta (por ejemplo de la misma matriz F)
debemos definir la probabilidad para cada evento, no solamente para
aquellos eventos en la resolucion espectral de A.

Por esta razon, definimos la Probabilidad Cudantica de que suceda el
evento E (arbitrario) dado el estado inicial z € C™ (con ||z|| = 1) por
la expresién

Prob(E;2) == (2, E2) = || Ez|”.

Es importantisimo notar que el mapeo E — (z, Ez) € [0,1] (con el
estado z fijo) no es una funcién de probabilidad clésica (de Kolmogorov)
sin > 2.

Ahora, supongamos que tenemos una matriz autoadjunta A con
resolucion espectral dada por

k
= Z A E;
j=1

y sea z un estado cudntico, es decir z € C" y ||z|| = 1. Entonces, el
valor esperado de A en el estado z estd definido por la suma (sobre j)
del valor de A en el evento E; por la probabilidad del evento E; en el
estado z, es decir,

k
A) :Z)\jProb(Ej;z):Z)\J(z E;z) Z)\Ez (z,Az) .
j=1
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Esta definicion nos permite generalizar el concepto de estado. Defi-
nimos el mapeo lineal p, = p: A — C donde A = MAT(n;C), con un
estado z fijo, por la expresion

p.(M)=p(M):=(z,Mz) para M € A.
Se tienen las siguientes dos propiedades:
p es positivo: p(M*M) > 0 para toda M € A.
p estéd normalizado: p(I) = 1.

Extenderemos el concepto de estado para algebras-x. Un algebra-x
A es un algebra sobre C, con unidad I, con un mapeo que manda cada
A € A aun elemento A* € A. Para Ay B € Ay para A € C este
mapeo satisface que

1. (A+ B)* = A* + B,
2. (M) = X A",

3. (AB)* = B* A",

4. A" = A,

A los elementos A € A tales que A = A* se les llama Hermitianos
(o autoadjuntos). Estos elementos corresponden a las matrices auto-
adjuntas en la mecanica cuantica y, como veremos mas adelante, a las
variables aleatorias en la probabilidad clasica. (A veces se dice que cada
elemento A € A es una variable aleatoria.)

Un estado de un algebra-* A sobre C (digamos de dimension finita)
es una funcién lineal p : A — C que es positiva y estd normalizada
(como se definié antes).

Un ejemplo de un estado es el mapeo pr : MAT(n; C) — C definido
como pr(M) := Tr(T'M), donde M y T' € MAT(n; C), la matriz T es
autoadjunta, tiene eigenvalores no negativos y se cumple que Tr(7) = 1.
(Aqui Tr denota la traza de una matriz.) Decimos que pr es un estado
mezclado.

Dejamos como ejercicios el hecho que pr es un estado y que para
cada estado z € C" existe una matriz T con las propiedades indicadas
arriba tal que p, = pr. Ademas el lector debe verificar que, para n > 2,
existen matrices 7' (con las propiedades indicadas arriba) tales que para
cada estado z € C" se tiene que pr # p,.

La probabilidad clésica (€2, P) es un caso particular de los conceptos
anteriores: obsérvese que A = {Y | Y : 2 — C} es un algebra-* sobre
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Cyquep(Y)=> cqPw)Y(w) es un estado. También nétese que los
elementos autoadjuntos en A son las variables aleatorias. Se suele decir
que P es el estado, debido que p determina a P tnicamente.

7. Las Estructuras Basicas

De las secciones anteriores se sigue que la Probabilidad Cudntica (en
nuestro caso de dimensién finita), que empezd con los trabajos de Mu-
rray y von Neumann en la decada de los 1930, consta de las siguientes
estructuras bésicas:

= El espacio vectorial C" con su producto interior.
= Los eventos cudnticos.

= Los estados cuanticos.

» Las matrices autoadjuntas (observables).

» Las formulas para calcular las probabilidades cuanticas, los valo-
res esperados, etcétera.

8. El Porvenir

La finalidad de este articulo es que al lector le den ganas de seguir
estudiando la probabilidad cuantica y otros temas relacionados. Da-
mos ahora unas referencias, pero es una lista pequena. Son nuestras
preferencias. Hay muchas otras buenas referencias.

Antes que nada vale la pena aprender un poco de la fisica cuanti-
ca. Una introduccién muy intuitiva se da en [4]. El texto [19] es para
estudiantes de matematicas, aunque su subtitulo diga que es para ma-
temdticos.

Algunas referencias para estudiar la probabilidad cuantica son los
libros [3], [8] y [11] y el articulo [16]. Esta ultima referencia muestra
claramente que hay muchas probabilidades no clasicas.

Después de esto hay que estudiar la teoria espectral en dimension
infinita. Para eso uno puede leer [21] o el volumen I de Reed y Simon
[17].

Para estudiar la ecuaciéon de Schrodinger véase [19] si se desea leer
algo a nivel introductorio o los volimenes II, III y IV de Reed y Simon
[17] si se desea ver un nivel avanzado. Para estudiar otros modelos
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de evolucion temporal, incluyendo los procesos cuanticos estocésticos,
véase [2].

Para una introduccion al spin (y a los bosones y fermiones), véase
[19]. Para el célculo cuéntico estocastico, consiltese el texto [13]. Para
la probabilidad libre, que es una teoria de probabilidad no clésica muy
estudiada, recomendamos [7] y [20].

Por cierto, hay atin ma&s temas interesantes como independencia,
algebras de von Neumann, teoremas de limite central, espacios de Fock,
movimiento Browniano, etcétera. Pero el lector debe descubrir el placer
de buscar por su propia cuenta en bibliotecas, librerias e internet.

9. Apéndice: Qubits

Un caso interesante de la mecénica cuantica es n = 2, donde tene-
mos que el espacio de estados cudnticos puros es CP! = §3/81 >~ G2,
(Aqui S™ denota a la esfera de dimensién n de vectores de norma uno
en R"™1.) Un estado tal se llama qubit en la Computacién Cudntica y
en la Teoria de Informacion Cudntica. Por lo tanto hay una esfera de
qubits.

En el caso n = 2 de la probabilidad clésica, tenemos Q = {1,|},
digamos. Aqui hay dos estados puros: {1} y {l}; cada uno se llama un
bit. Por lo tanto hay solamente dos bits.

Es por esto que hay una diferencia muy grande entre la computacion
cudntica, basada en qubits, y la computacion clasica, basada en bits.
Por ejemplo, hay algoritmos cudnticos muchisimo maés rapidos que los
correspondientes algoritmos cldsicos conocidos. Hay mucha investiga-
cién en esta drea con muchos problemas abiertos. Véase [12], [14], [15]
y [18].
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