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Resumen

El énfasis principal en este trabajo sera lo que se conoce como
“el postulado de Bertrand” el cual establece que para cualquier
nimero natural n, entre n y 2n existe al menos un nimero
primo.

También hablaremos de algunas propiedades de los niimeros
primos en general. Por ejemplo veremos que para cualesquiera
dos numeros naturales k y n existen n enteros consecutivos
que son divididos por al menos k£ nimeros primos distintos y
abordaremos varios problemas en la teoria clasica de ntimeros.
Algunos de ellos son relativamente faciles de enunciar, pero
son extremadamente dificiles de demostrar. Por ejemplo el
famosisimo “Ultimo Teorema de Fermat” planteado por Pierre
de Fermat, posiblemente en 1637, y resuelto completamente
por Andrew Wiles entre los anos 1993 y 1995, es decir, apro-
ximadamente 358 anios después.

IEste articulo estd basado en la conferencia del mismo nombre presentada el 27
de octubre de 2005 en el XXXVIII Congreso de la Sociedad Matematica Mexicana
en la Escuela Superior de Fisica y Matematicas del Instituto Politécnico Nacional.
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Discutiremos los siguientes problemas:

(1) Ultimo Teorema de Fermat.

(2) Dado un n € N, jque ntimeros primos p se pueden es-
cribir de la forma p = 2% + ny?, x,y € Z?

(3) Dado un nimero real x, jcudntos primos hay entre 1 y
x?

(4) Dados a,b € Z primos relativos, ;cudntos primos de la
forma p = a 4+ nb existen?

1. Ultimo Teorema de Fermat

La siguiente es una breve sintesis de la historia del Ultimo Teorema de
Fermat (UTF).

Al margen de su libro “Arithmetica” de Diofanto, después del pro-
blema VIII del Libro 2 donde Diofanto resuelve un caso particular de
escribir un cuadrado como la suma de dos cuadrados, Pierre de Fermat
(1601-1665) escribié (se cree que en 1637):

“FEs imposible separar un cubo en dos cubos o un bicuadrado en dos
bicuadrados o en general cualquier potencia mayor que la sequnda en
dos potencias similares; he descubierto una prueba realmente
maravillosa que no puede ser escrita en el margen de este libro por ser
éste demasiado pequeno”.

En otras palabras, Fermat afirmé:

Teorema 1.1 (Fermat ;16377) Para n > 2, no existen z,y,z € N
tales que ™ + y" = 2". *

Algunos resultados parciales de este teorema no son dificiles de de-
mostrar. Por ejemplo sean x,y € N con y > =z fijos, n € N y sea
zn = (2™ + y”)l/ ". Entonces z, es decreciente y lim zZn =y, por lo que
existe ng € N tal que para toda n > ng, 2z, <ny0?|— 1. Por otro lado,
zp > 1y para toda n > 1, es decir y < z, < y + 1 para n > ng. Esto
implica que z, ¢ Z para toda n > ng. Esto prueba el siguiente

Teorema 1.2 Para z,y € N, existe ng tal que para toda n > ny la
ecuacion " + y" = 2" no tiene solucion z € 7. *
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La historia estd llena de falsas demostraciones del UTF. Los intentos
para demostrar el UTF han dado lugar a innumerables teorias, por
ejemplo, la Teoria de los Campos Ciclotéomicos, los grupos de clases,
diversos temas en la Geometria Algebraica, el desarrollo vigoroso de la
teorfa de congruencias inventada por F. Gauss [12], primos regulares
y primos irregulares, Dominios de Factorizacién Unica, la Teoria de
Ideales de Kummer, los Dominios de Dedekind, la Teoria de Campos
de Clase, etc. Aqui mencionamos uno de estos intentos fallidos.

El primero de marzo de 1847 Gabriel Lamé en Paris anuncié una
demostracion del UTF, la cual nunca publicé y que el crefa que era
similar a su prueba del Teorema 1.1 para el caso especial de n = 7. Su
argumento se basa en lo siguiente: sea p un nimero primo y sea

p—1
P+ P = H (x + C;y) = 2P, donde ¢, = ™™ n e N.
i=0

Al tomar ideales en Z[(,] € Q((,), el cual se llama campo ci-
clotomico de las p—raices de la unidad, demostrd que (x + (;,y) =Aly
concluyé que A; = (a;) por ser x + C;y y T+ Cg,y primos relativos para
i # j en Z|[(p] . De aqui se deriva una contradiccion.

Lo importante para nosotros en este contexto es la introduccién de
la n-ésima rafz primitiva de la unidad, ¢ = ¢, = e®™/™_ El error funda-
mental en la demostracion de Lamé, primero cuestionado por Liouville,
el cual recibié una carta de Ernst Edward Kummer que, basado en la
evidencia que se inferfa de lo comunicado por Lamé, refutaba la base de
la demostracion, y que fue tratado de remediar por Cauchy pero que fue
finalmente desmentido por el mismo Kummer, fue el de suponer que si
AP = (3) es principal, entonces A es principal. Lo anterior fue supuesto
por Lamé pues él creyé que el anillo de enteros Z [(,] era de ideales
principales, es decir, que el nimero de clase del campo ciclotomico era
uno (de hecho, sélo se necesita, para la validez de la afirmacién, que
p no divida al nimero de clase del campo ciclotémico Q((,). Sin em-
bargo, también esto tltimo es falso). Mds ain, se tiene que el campo
ciclotémico Q ((,,) ,m # 2 méd 4, tiene nimero de clase igual a uno si
y s6lo si m es uno del los siguientes nimeros:

1,3,4,5,7,8,9,11,12,13, 15,16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33,
35, 36,40, 44, 45, 48, 60, 84
los cuales son unicamente 30 casos.

Ahora bien, sea K = Q (\/5>, con D < 0y libre de cuadrados, en-

tonces el nimero de clase de K esunosiysolosiD =1,2,3,7,11,19, 43,
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67,163. El problema de determinar los campos cuadraticos con ntimero
de clase uno fue terminado hasta 1967 por Stark.
Volviendo al UTF, se fueron probando algunos casos:

1640: n=23(;7), n =4 | Fermat

1753: n=3 Euler

1825 6 1828: | n =5 Dirichlet, Legendre
1839: n="7T Lamé

1847: n regular Kummer

1930: n < 600 Vandiver

1951: n < 4000 Lehmer

1977: n < 125,000 Wagstaft

1992: n < 4,000,000 Bubhler y otros
1993-1995: n>3 Wiles

Al estudiar curvas més generales, Mordell conjeturé [17]:

Conjetura 1.3 (Conjetura de Mordell (1922)) Siuna curva F(z,
y,z) en 7 tiene género g > 2, el nimero de soluciones en Q es esen-
citalmente finito.

Por esencialmente finito queremos decir que las soluciones (g, yo, 20)
y (AZo, AYo, Azp) con A # 0, las consideramos equivalentes y que sélo
hay un nimero finito de soluciones inequivalentes a pares.

Faltings probd en 1983 la conjetura de Mordell. Este es el resultado
que antes del probado por Wiles se acercé mas a la solucion final del

UTF.

Teorema 1.4 (Faltings 1983 [9]) Para n > 3, el nimero de solu-
ciones x, y, z de la ecuacion " +y" = 2", x,y,z € N x,y, 2, primos
relativos, es esencialmente finita. *

Para finalizar, la dltima parte de la historia de la demostracion del
UTF, es la siguiente:
Una curva eliptica es una curva del tipo y* = f(x) con

f(x) =z(x —A)(x—B), ABeZ\{0}, A#B.

En lugar de preguntarnos que tan a menudo se tiene y* = f(z) nos
preguntamos que tan a menudo tenemos y? = f(z) méd p donde p un
nimero primo arbitrario.

Para cada ntimero primo p , sea N, el nimero de pares de enteros
(z,y) que satisfacen: 0 < z,y <p—1y y?> — f(x) =0 mdd p.
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En 1814, Gauss encontr6 una forma para calcular NV, para la curva

=2 —x.
N2 = 2
De hecho: N, =p sip =3 modd 4
N, = mas complicada si p = 1 méd 4.
Una curva eliiptica se llama modular si No, N3, N5, ... satisfacen
alguna regla que nos dé una estructura similar a la formula de Gauss.

Esta sucesion debe ser muy especial para tener esta propiedad modular.

Conjetura 1.5 (Taniyama 1955 y Shimura 1962 [21]) Se tiene
que toda curva eliptica es modular.

Teorema 1.6 (Gerhard Frey (1985) [10]) Supongamos que eziste
un contraejemplo al UTF: a™ 4+ 0" = " conn > 2, a,b,c € N. Consi-
deremos entonces la curva eliptica y* = z (x — a™) (x + b"). Esta curva
“parece” ser no modular. *

Teorema 1.7 (Ribet (1986) [18]) La curva de Frey es no modular.
&

Teorema 1.8 (Wiles (1993-1995) [25, 22]) La curva de Frey es
modular. *

Conclusion 1.9 No hay contraejemplos al Ultimo Teorema de Fermat,
por lo cual éste es cierto.

2. Primos de la forma p = 2% + ny?

En esta seccién queremos determinar qué nimeros primos son de la
forma 22 + ny? con z,y € N fijos. Notemos que x y y deben ser primos
relativos pues si p = 2 + ny? y d|z y d|y, entonces d?|p.

Consideremos ahora esta pregunta para el caso particular n = 1.
Es decir, jque primos p son tales que p = 2% + 4?? En un curso de
teorfa de anillos de la licenciatura se prueba que p = 22+ 9% <= p =2
(2=12+1%) 6 p=1mdbd 4.

La idea bésica es considerar el anillo de los enteros gaussianos Z [i] C
Q (i) donde i = /=1 y probar que p = 1 méd 4 no es primo en Q ()
sino que p = (a + bi) (a — bi) en Z[i].
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Ademés (a + bi) y (a — bi) son ideales primos en Z [i]. Por otro lado
p = 3 mdd 4 permanece primo en Z [i]. En otras palabras, tenemos: si
p > 2 es primo en QQ, entonces

(p) = 192, si p=1mdbd4,
p)= ©, si p=3mdd4,

con @1, p2, © ideales primos de Z [i].
Ahora sea p un primo y sea a € Z. Entonces definimos el simbolo
de Legendre por:

. 0, si pla,
(—) = 1, si pfaya=2*mddp, para alguna x € Z,
p —1, si ptaya#r?médp, para toda x € Z.

a —
Notemos que (—> — 4" méd p. La razén de esto es que si F,
p
denota el campo finito de ¢ elementos, entonces F, = {z|z? =z} =
{z|z77! = 1} U {0}. Si p|a, entonces @ := a méd p = 0 y el resultado es
inmediato. Asi se tiene que para a Z 0 méd p,

Fpeb si VagF, (e (-)=-1),
o Lvel = F,, si VvaeF, (<:><<p;>)1).

Sib=+a b =a, a ' =1=a" = b1 =+1méd p. Se sigue
queapgl:1<:>bp1:1<:>5€Fp<:>\/a€Fp<:><g = 1.
p

1 - 1 <= p=1mod14,
En particular (—) =(-1)7z =¢ -1 < p#1mdd4
p (<= p=3mdd 4).

-1
Por lo tanto p = 2° + y* <= (—) =1
p

En general se tiene

Teorema 2.1 (Ley de Reciprocidad Cuadrética [12]) Sip,q son

(p=1)(g=1)
primos impares, entonces (]—9> <Q> = (-1) = &
q p

Una demostracién de la ley de reciprocidad se puede dar usando la
descomposicién de primos en campos ciclotémicos [23].
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Regresando a nuestro problema, tenemos: p|z® + ny* con (z,y) =

n
] «— —) = 1. De hecho tenemos, p|z? + ny? < 2 + ny? =

p
0 méd p y puesto que (z,y) = 1, entonces (p,y) = 1. Por lo tanto y
tiene inverso en I, es decir, existe z tal que yz = 1 méd p y esto implica

que (a:z)2 +n =0mdbd p, por lo que n = — (:cz)2 mod p es equivalente
a L 1.
p

Veamos ahora el caso n = 3. Usando la ley de reciprocidad cuadrati-

ca, se tiene que
-

5)-G) 1) = (B -
(

e €)= () ()

1, si p=1mdbd 3,
—1, si p=—1mdd 3,

Entonces se sigue que p = 2% + 3y?, 2,y € Z < p = 3 (v =
0,y =1) 6 p=1mdd 3. Por supuesto necesitamos hacer algo més que
lo establecido en el parrafo anterior para probar que p = z% + 3y? con
x,y € Z si p es un numero primo tal que p = 1 méd 3.

Por ejemplo tenemos 13 = 1243 .22 y 31 = 22 + 3 - 32

2 _ 2_ 9 1\ /2
Sin =2, (—) =2" = (—1)1)Tl , por tanto (—) = (—) —)
p p p p
1 1 2

cual es equivalente a (—1)% =16 (—1)% =1ly—— = 1mdd
2<—=p=1méd46p=3méd4yp=3méd8 <= p=1,3,5mdbd
8.

Ahora p = 22 + 2y? es imposible con p = 5 méd 8 lo cual es facil
de verificar viendo las posibilidades x, y par, o impar. De hecho, si x es
par, 22 4 2y? es par; si x es impar y y es impar, 22 + 2y?> = 1 méd 8 y
finalmente si z es impar y y es par, 22 + 2y? = 3 méd 8.

Asf pues tenemos que si p = 22 + 2y?, entonces p = 1,3 méd 8. El
reciproco también es cierto.

En general se tiene

Teorema 2.2 ([1], Theorem 9.2) Sea n € N. Entonces eziste un
polinomio monico irreducible f,(x) € Z[z] tal que si un primo impar
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no divide a n ni al discriminante de f,(x), entonces

p=1’+ny’ < <—_n) =1y
p
fn(z) = 0 mdbd p tiene solucién entera. *

Ejemplo 2.3 Para n = 27 se tiene fo;(z) = 23 — 2. Para n = 64,
foa(x) = 2* — 2. Paran =14, fiu(z) = (22 +1)* - 8.

Observaciéon 2.4 Se tiene que el grado del polinomio f,(x) del Teo-
rema 2.2 es h(—4n) donde h(D) es el nimero de clases de formas
cuadraticas primitivas positivas de discriminante D y es igual al nimero
de clases de formas cuadrdticas reducidas de discriminante D.

Con el fin de aclarar la terminologia de la Observacion 2.4, a conti-
nuacién damos algunas definiciones y propiedades de las formas cuadra-
ticas.

Una forma cuadratica es de la forma: g(x,y) = ax® + bxy + cy? con
a,b,c € Z y el discriminante de g(z,y) se define por D = b* — 4ac.

Dos formas f(z,y) y g(z,y) se llaman equivalentes si existen p, q,r,
s € Z tales que ps —qr =+1y

f(x,y) = g(px + quy,rx + sy).

Si ps — gr = 1 la equivalencia se llama propia y se llama impropia si
ps — qr = —1. Dos formas equivalentes tienen el mismo discriminante.
Una forma g(x,y) = ax? + bxy + cy? se llama primitiva si a, by ¢
son primos relativos.
Si g(z,y) = ax® + bry + cy?, entonces

4ag(x,y) = (2ax + by)* — Dy>.

Por lo que si D > 0, entonces g(z,y) representa tanto enteros positivos
como negativos. Si D < 0, entonces g(z,y) sblo representa enteros
positivos o solo enteros negativos dependiedo si a > 0 o a < 0. Una
forma cuadratica g(x,y) se llama positiva definida si g(x,y) > 0 para
todo x,y € Z con (z,y) # (0,0).

Una forma primitiva positiva ax?® + bzy + cy® se llama reducida si

b <a<cyb>0yaseaque|bl=a0a=c.

Como una ltima observacién, mencionamos que se tiene que
h(—4n) =1siysélosin=1,2,3,4 0 7 [1, Theorem 2.18].
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3. Distribucion de los niimeros primos y
el Teorema de Dirichlet

Teorema 3.1 (Euclides, 300 A.C.) Sea x € R,z > 0 y sea
m(x) = ‘{p]p es un numero primo, 2 < p < x}‘
Entonces:

lim 7(z) = 0.

T— 00
DEMOSTRACION: Daremos tres demostraciones con el fin de obtener
més informacién de la funcién 7(x).

1.* Demostracién: (Euclides) [7, Proposition 20]
Sea A = {p|p > 2, p nimero primo} y supongamos que |A| =m <

00, consideremos t = H p | +1. Puesto que todo nimero es producto
pEA
de primos, existe ¢ € A, tal que ¢|t, por lo que ¢|t — (Hp) =11lo
pEA
que es una contradiccion. *®

2.% Demostracion:
Supongamos que A = {p1,...,pm} - Sea x > 0, x € R, n € N,
2 < n < z. Entonces existen ay,...,qa, € NU{0} tales que n =

pit. phm <z, por lo que Zai logp; < logz, por lo tanto «; <
i=1

log x < logx’

logp;, — log2

log x

log 2

1 = 1,...,m. Esto nos dice que tenemos a lo mas

log x
+ 1 posibles exponentes , es decir tenemos a lo mas + 1
log

1
posibles enteros n € [2,x], es decir x — 1 < <10g§ ) lo cual
0og

contradice que lim = 00 para cualquier m.

z—oo (log )™

3.% Demostracion: (Euler) [8]
Otra vez supongamos que A = {p1, ..., p,} es finito. Entonces dado

1
GN, :al...am, iENUO, t - =
n n=p*...pir « {0}, entonces Zln
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Y. =1l ) =ll—F=1l7" <=
a1,y =0 Py P i=1 (k_o p; ) i=1 1 — l i1 Pi 1

Di
lo cual es absurdo. *®

Ahora analicemos las demostraciones anteriores para obtener infor-
macién acerca de w(z). De la demostracién de Euclides, enumeremos
todos los nimeros primos: 2 = p; < ps < .... Dado m, existe pg,
k > m+ 1 tal que pg| (p1 -+ pm + 1), por lo que pyr1 < pr-- pm + L.
De aqui se sigue que pms1 < 22" +1, por lo que p, < 22" para toda
n. Se sigue que log,(logsy(pn)) < n.

Ahora si 22" < z < 22" w(x) > (22n) > 7(pn) = n. Finalmente
obtenemos:

m(z) = n > logy(log,(x)).
De la segunda prueba, se tiene que si p;...p,, son todos lo primos
m

1
ogT + 1) por lo que
log 2

<z, m=mn(r)yr—1<

log(z — 1)
- log x '
1 1
o (10g2 i )
Utilizando algunas de estas ideas, Gauss y Legendre conjeturaron

(conjetura probada al final del siglo XIX por Hadamard y Vallée de
Poussin independientemente):

()

Teorema 3.2 (Teorema de los Nimeros Primos [14, 2, 20])

lim M = 1. *
 (5r)

Las ideas de la demostracion estan basadas en la demostracién de
Dirichlet del siguiente resultado:

Teorema 3.3 (Dirichlet, 1839-1840 [3, 19]) Sia,b € N con (a,b) =

1
1, entonces si A = {p|p primo y p = a méd b}, se tiene Z - =00. En
pEA
particular A es infinito. *
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Una parte crucial de la demostracion del teorema anterior consiste

en usar las series L de Dirichlet: L(s, x) Z X , Re s > 1, donde

X : Z — C* es tal que 6 x = 1 6 x satisface X(a—i—f) x(a) para algin
fi x(a) = 0si (a, f) # 1; x(ab) = x(a)x(b). La parte fundamental es
probar que L(1, x) # 0 donde x es un caracter real diferente al principal,
es decir x # 1.

Dado lo anterior, entonces se prueba que si A = {p\ p es primo y p =

a mod b} entonces Z — = 00. En particular A es infinito.
peEA p
El teorema de Dirichlet, nos contesta la pregunta: dados a,b € Z,

jcuantos primos p hay de la forma p = a mdd b?, notemos que si a y
b no son primos relativos, digamos d = (a,b), entonces si p = a méd b,
entonces p = a + sb, d|a, d|b = d|p por lo que hay a lo més un primo
con esta propiedad.

Podemos dar una demostracién a un caso particular al teorema
de Dirichlet. Por ejemplo, cuando a = 1 y b = n es arbitrario usan-
do polinomios ciclotémicos (a continuacién damos un esquema de de-
mostracién). También podemos probar directamente el caso a = 3,b =
4.

Se define, para n € N, el n-ésimo polinomio ciclotémico por

o, (z) = (x — C,]l) .
(i)

Se sabe que ®,, (z) € Z [z] y es irreducible, Q ((,) = Q [z] /(D,, (2)).
El grado de @, (z) es ¢ (n) = [{j € N|j < n, (J, )—1}|
Ademas, por induccién se tiene z" — 1 = H ®, (x) y por la férmula
dn
de inversién de M&bius se tendré que @, (x) = H (2 — 1)”(%), donde
dln

Il <

1

1, si n=1,
un)=< (=17, si n=py---pr,p1, - ,pr primos distintos,
0, si existe un nimero primo p tal que p?|n.
Se tiene que @4 (z) = v—1, $y(x) = x+1, <I>3( ) =2’ +a+1,04(z) =

2241, ®5(z) = 2+ttt 2’41, @, (z) = ol AN EPPNE L |

p un nimero primo. !

Consideremos p 1 n, p primo, y sea a € Z. Entonces o (a méd p) =
n <= p|®,(a) (0 (a mdd p) = n significa que a” = 1 mdd p y que para
toda 0 < m < n, se tiene a” #Z 1 méd p).
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En efecto, si p|®,(a),z" — 1 = H@d(m),a” -1 = H@d(a)
d|n d|n

0 méd p pues p|P,(a). Por lo tanto clzn = 1mdd p. Si m| < ny si
o(amdéd p) = m, entonces a™ — 1 = [[,,, Pa(a) = 0mdd p, por lo
tanto p|®4(a),d < m < n, pero puesto que ®4, ®,, son irreducibles dis-
tintos, existen a(x), B(x) € Z[z] tales que 1 = a(x)Py(z) + B(z)P,(2)
lo cual implica que p|1 = a(a)®q(a) + F(a)P,(a) lo cual es absurdo.

Reciprocamente, si o (a méd p) = n, pla™—1, por tanto p|®4(a) para
algtin d|n. Sid < n,a® — 1 = H ®,(a) = 0 mbd p lo cual es absurdo.

tld

Como consecuencia tenemos que: p|®,(a) para algin a € Z <=

p=1mdbd n.

En efecto, si p|®,,(a) se tiene que @ mdd p tiene orden n. Ahora bien,
el grupo de unidades de los enteros médulo p tiene orden p — 1, por lo
que n|p — 1.

Reciprocamente, si n|p—1, el grupo de unidades de los enteros médu-
lo p, U, es ciclico, por lo que existe un elemento a tal que o (@ méd p) =
n, por lo que p|®,(a).

Con esto tenemos [23]:

Corolario 3.4 (caso especial del Teorema de Dirichlet) Sea n
un entero mayor o igual a 1. Entonces hay una infinidad de primos
p =1 mod n.

DEMOSTRACION: Supongamos que hay una cantidad finita de tales pri-
mos, digamos pq, - - - , ps son todos los de este estilo. Sea m = npq, - - - ps
y sea N € Z. Entonces ®,(Nm) = 41 méd m, por tanto
porl\/L‘)bius
®,(Nm) = +1 méd { n" de donde p; 1 ®,(Nm). Para N suficien-
temente grande, ®,,(Nm) # +1 puesto que ®,(Nm) — o00. por
N—oo
lo que existe p & {p1, -+ ,ps},p 1 n, tal que p|®,(Nm). Por tanto
p =1 méd n. *

Por ejemplo la demostracion original de Euclides usa el caso n =
2, es decir, el polinomio ®5(x) = x + 1, para probar que hay una
infinidad de nimeros primos. Para n = 4, se usa ®4(z) = 2% + 1 para
dar una demostracion, ampliamente conocida, de que hay una infinidad
de primos de la forma 4n + 1.
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Ejercicio 3.5 Probar directamente que hay una infinidad de primos de

=1
la forma 8n + 1 usando ®g(x) = =
f ) = @)
| | 4
= =2 + 1

(x—1D(z+1)(22+1) at-1

4. Enteros consecutivos sin numeros
primos

Por un lado tenemos, por el Teorema 3.2, que hay una infinidad de
primos en cualquier sucesién artimética. Por otro lado probaremos a
continuacion que en los niimeros enteros hay cualquier cantidad de en-
teros consecutivos todos ellos altamente divisibles y en particular no
primos.

Teorema 4.1 Para cualesquiera n, k € N, existen n enteros conse-
cutivos tales que cada uno de ellos es divisible por al menos k primos
distintos. En particular, para toda n existen n enteros consecutivos com-
puestos.

DEMOSTRACION: Lo haremos por induccién en k con n arbitrario.

Si k=1, sea m > 2 cualquiera y sea {m,m+1,...,m+n—1} un
conjunto de n enteros consecutivos mayores a 2. Entonces estos enteros
son divisibles por al menos un ntmero primo.

Suponemos cierto el resultado para k > 1, es decir, existe m > 2
tal que m,m +1,...,m +n — 1 son divididos por al menos k primos
distintos.

Para k + 1, sea

y sea My = M + m.
Consideremos My, My +1,...,Mi4+n—1.Seat =M +1,0<:<
n — 1. Entonces

n—1
M
_ . . N\ 2 N .
t=M+i=M+n+i= | |0(m—i—]) +(m+z)—(m+z)(m+i+1>.
]:

Se tiene que m + i es dividido por al menos k primos distintos.
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Por otro lado m + i|M, por lo que se tiene que -+1 e N.
7

M
Ademas tenemos que <m + 1, -+ 1) =1
m—+1

Sea ¢ cualquier primo que divide a m +i. Entonces ¢t es dividido por
al menos k + 1 primos distintos. *

Aqui queremos mencionar que hemos dado la demostraciéon més
elemental posible, pero podemos dar demostraciones, también elemen-
tales, pero usando el Teorema Chino del Residuo. Por ejemplo pode-
mos considerar, dado que sabemos que hay una infinidad de primos
(lo cual ya probamos), que si dados n, k podemos dar n conjuntos ca-
da uno con k primos distintos (siendo los nk primos todos distintos
entre si). Digamos que enumeramos los primos de la siguiente forma:

{1, P12, P1kts - {Pn1, Pn2s - - Dokt Yy Mas aldn escogemos po-
k

tencias o;; > 1 para 1 <1i <n,1 <j <k y sidefinimos 4; := pr‘;”

j=1

para ¢ = 1,2,...,n, entonces puesto que Aq,..., A, son primos rela-
tivos a pares, por el Teorema Chino del Residuo existe x € Z tal que

r = —(i—1)mdd A,
r = —(n—1)méd A,.
Notemos que A;|x + (i — 1) parai = 1,...,n. En particular x,x +
1,...,2 +n — 1 son n enteros consecutivos divididos por al menos k

primos distintos (y de hecho a cualquier potencia que queramos).

5. Postulado de Bertrand

El Postulado de Bertrand establece que dado n € N, n > 2, entre n y
2n siempre hay un nimero primo. Equivalentemente, se tiene que si p
es primo entonces el siguiente primo ¢ de p satisface ¢ < 2p. Notemos
este contraste con respecto al Teorema 4.1.

Para ser capaces de dar una demostracion del Postulado de Bertrand,
necesitamos la siguiente funcién aritmética.
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Definicién 5.1 Sea ¢ : RT — R, ¥(z) = Z log p = log (Hp>
p<z
p primo

p<z

Para probar esta propiedad, necesitamos:
Proposicién 5.2 Se tiene que 9(n) < 2nlog?2 para toda n > 1.

DEMOSTRACION: Sea m € NU {0}.

= = e N.

~ ml(m+1)! m!

M= (Qmm+ 1) (2m + 1)! (2m+1)---(m +2)

2m+1
2 1 2 1 2 1
Ahora (1+1)*™+1 = E (m—i— )><m+ )+(m—i— ):2M.
n m m+1

n=0
Por lo tanto se tiene

M < 2*™,
Sim+1<p<2m+1,p|/(2m+1)---(m+2), ptm! por lo que

m+1<p<2m-+1

d2m+1) —Jd(m+1) = Z logp <log M < 2mlog 2.

m+1<p<2m+1

Para n = 1,2 el resultado es trivial. Suponemos cierto el resultado
para n < ng— 1. Si ng es par:

’19(710) = 79(710 — ].) < 2(720 — ].) lng < 2nyg log 2.
Si ng es impar, ng = 2m + 1,

d(ng) = I2m+1)=92m+1)—Jd(m+1)+I(m+1) <
< 2mlog2+2(m+1)log2 =
= 2(2m+ 1)log2 = 2nglog 2

puesto que m + 1 < ny. *®
Teorema 5.3 (Postulado de Bertrand (1845), [15, 6]) Sin > 1,

entonces existe al menos un numero primo p tal que n < p < 2n, esto
es, st pp es el r—ésimo primo, p,o1 < 2p, para toda r > 1.



72 GABRIEL VILLA SALVADOR

DEMOSTRACION: Para n < 2 = 512, cada primo de los siguientes
2,3,5,7,13,23,43,83,163, 317,631

es menor que 2 veces se predecesor. Por lo tanto podemos tomar n > 2°.
Ahora si p®®|n!, p*®)+1 ¥ n! entonces

o(p) = i H

n n
pues los numeros 1, 2, ..., n incluyen exactamente {—] multiplos p, [—2]
p p

miltiplos de p?, .. ., {3} midltiplos de p'.
p'L
(2n)!

Sea N = = ¥ Por lo tanto tenemos que
( ,)2 p q
n!
p<2y,

(21

m=1

Sea p un factor primo de N. Por lo tanto k, > 1.
Supongamos que no hay ningin primo satisfaciendo n < p < 2n.
Entonces p < n.

2 4
Si gn < p < nentonces 2p < 2n < 3py p* > §n2 > 2n. Se sigue
que
2
ky = {—”} —2[3] —2-2=0,
p p

2
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto p < gn para toda p|N. De

esta forma obtenemos que

2 4
Zlogp < Z logp = ﬁ(gn) < gnlogQ (Proposicién 5.2).
p|N p<2n
Si k, > 2, entonces k, = i([Q_n] -2 [ﬂ})
P = P e pm pm :
L 2n n , . .| 2n
Cada término | |—|—2|— ] es 1 6 0 correspondiente a si | —
p " P

es impar o par. Para p™ > 2n el término es 0. Se tiene

log 2
k, < Z 1§{?g n]

(0)
p"<2n &P
m log p<log 2n
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Por lo tanto 2logp < k,logp < log(2n) = p < v/2n. Esto implica que
hay a lo mas v/2n valores de p.

Se sigue que Z kylogp < v2nlog(2n). Por lo tanto
kep>2

logN < Z logp + Z kylogp < Zlogp+\/2nlog(2n)

kp=1 kp>2 pIN

4
< gnlog 2 +v2nlog(2n).

" (2n 2n 2n 2n
Ahora (1 +1)* = Z )y =)< = N para
o \J 2n — g J n
toda 0 < j < n, por lo tanto
22" < InN = 2nlog2 < log2n + log N <

4
< §nlog2 + (1 + v2n)log(2n).

2
Se sigue que §n10g2 < (14 v2n)log(2n) lo cual implica 2nlog2 <

3(1 4+ v2n)log(2n).
Sea
1 12
£ = —0?57222 ) > ( lo cual implica

log2n /2  log2n
= log 210 = log 210 — 1 por lo tanto

log 2
E+1= % o log 2+ — Jog 2n de donde se sigue
0g

on = 2100+8)

Por lo tanto 2nlog?2 < 3(1 + v/2n)log(2n) toma la forma
210048 < 30(1 + £)(1 + 2°0+9).
Se sigue que
95¢  _  9lO(1+€)  9=5¢  9—10 <
< 30-27°(14+ R +1).

30 1
Puesto que 30-27° = 35 < 1-2°%=1- 35 Y (27975 +1) < 1+27°,

entonces

2% < (1-2)(1+29)(1+8)=(1-2"01+¢ <1+E
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Por lo tanto

25 < 14 €.

Por otro lado 2% = 2561962 > 1 £ 5¢1og 2 > 1+ &, lo cual es absurdo.

*®
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