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Resumen

Se presenta un bosquejo del desarrollo de la teoria de la proba-
bilidad durante el siglo XX.

Abstract

An outline of the development of the theory of probability during
the 20th century is presented.

1. Introduccidn.

Durante el siglo XX la probabilidad tuvo un gran desarrollo. En los
anos treintas se transformoé de “cédlculo de probabilidades” en “teoria
de la probabilidad”. El calculo de probabilidades ya tenia algunos de
los ingredientes basicos de la teoria, pero consistia principalmente en
una coleccion de problemas computacionales con ideas intuitivas y re-
sultados poco precisos. La nociéon misma de probabilidad era confusa.
Henri Poincaré afirmé en su libro “Calcul des probabilités” (1900) que
no se podia dar una definicién satisfactoria de probabilidad. Hoy en dia
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la teoria de la probabilidad es una rama importante de las matemati-
cas, con sus propios conceptos, métodos y resultados. Tiene relaciones
profundas con otros campos de las matemédticas e innumerables usos
tedricos y aplicaciones practicas en otras ciencias y en la tecnologia,
asi como implicaciones que nos afectan mas de lo que nos imaginamos.

En este articulo mencionaré algunas de las aportaciones de los si-
guientes protagonistas de la teoria de la probabilidad en el siglo XX:
A.N. Kolmogorov, P. Lévy, N. Wiener y K. It6. Otros destacados ma-
tematicos han hecho contribuciones valiosas, pero las ideas de estos
cuatro son las que han tenido mayor impacto en el desarrollo de la
teoria.

También daré algunas ideas sobre la ubicacién de la probabilidad
dentro de las matemaéticas y sus relaciones con otras disciplinas.

No iré mas alla de un vistazo, pensando en lectores que no tienen
conocimientos de probabilidad.

Sobra decir que este articulo refleja en parte mi visién de las cosas.

2. Un poco de historia.

. Qué era la probabilidad antes y a principios del siglo XX? La his-
toria es extensa pero seré muy breve.

En tiempos del primer emperador romano, Augusto (-63 a 14), ya
eran comunes los juegos de azar y se hacian tablas de mortandad. Este
es el origen de la probabilidad y la estadistica. Posteriormente estas dos
disciplinas se fueron separando debido a sus distintos objetivos (como
la hicieron también las matemadticas y la fisica), pero sin dejar de estar
relacionadas.

En el Renacimiento Italiano (siglo XVI) habia discusiones filoséficas
sobre la probabilidad (Fra Luca Pacioli, Celio Calcagnini, Nicola
Tartaglia) y Gerolamo Cardano fue uno de los primeros en hacer un
tratamiento matematico del azar.

Entre los siglos XVII y XVIII, a la vez que surgia el célculo infini-
tesimal y la idea de limite (Newton y Leibniz), se hicieron importantes
avances en probabilidad (Blaise Pascal, Pierre de Fermat, Christianus
Huygens, Jakob Bernoulli, Daniel Bernoulli). De este periodo sobresale
la “ley de nimeros grandes” (J. Bernoulli), que es un teorema de limite
fundamental en muchas aplicaciones de la probabilidad. Una versién
sencilla de dicha ley se encuentra en los lanzamientos sucesivos de una
moneda: las proporciones de “aguila” y “sol” tienden a estabilizarse a
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medida que aumenta el ntimero de repeticiones.

Entre los siglos XVIII y XIX se desarrollaron los conceptos de inde-
pendencia de eventos y probabilidad condicional, y surgio el “teorema
de limite central” (Abraham De Moivre, Thomas Bayes, Pierre Simon
de Laplace, Karl Friedrich Gauss, Simeon Denis Poisson; el nombre
“teorema de limite central” se debe a G. Polya). La “ley Gaussiana”,
dada por la famosa “campana de Gauss”, que aparece como limite en
el teorema de limite central, no es la contribucién matematica mas no-
table de Gauss, pero no es exagerado decir que es la que mas impacto
ha tenido. Tan trascendente es, que aparece en el billete de 10 marcos
alemanes junto a la efigie de Gauss. Esta ley fue obtenida y usada por
Gauss en su “teoria de los errores”, que desarrolld en relacion con ob-
servaciones en astronomia y geodesia. (Cabe decir que la ley gaussiana
se llama también “ley normal” y antes de Gauss ya era conocida por
De Moivre y Laplace). Mas adelante veremos una forma sencilla del
teorema de limite central.

A fines del siglo XIX y principios del XX hubo contribuciones impor-
tantes de A.A. Markov, A.M. Liapunov, P.L. Chebyshev, H. Poincaré y
otros.

A principios del siglo XX uno de los problemas cientificos mas
importantes era comprender el “movimiento Browniano”. Este es un
fendmeno que observé en el microscopio e intenté explicar (sin lograr-
lo) el botanico Robert Brown en 1828. Se trata del movimiento cadtico
de particulas de polen en el agua causado por choques con las molécu-
las vecinas. En 1905, sin conocer los trabajos de Brown, Albert Eins-
tein elaboré una teoria que predecia este fendémeno. Su objetivo era
demostrar la existencia de atomos de un tamano definido. El trabajo
de Einstein tuvo importantes repercursiones en la fisica. El lector in-
teresado en este aspecto del movimiento Browniano puede consultar el
libro de E. Nelson, “Dynamical Theories of Brownian Motion” (1967).
Otro acontecimiento singular fue la tesis de Louis Bachelier (alumno
de Poincaré) en 1900, que es la primera investigacién matemadtica sobre
el movimiento Browniano y fue hecha en relaciéon con las fluctuacio-
nes de los precios de las acciones (en la Bolsa de Paris). Este trabajo
fue casi ignorado durante mucho tiempo, pero posteriormente dio lu-
gar a la aplicacién de la probabilidad en los mercados financieros, con
consecuencias “globalizadoras” para todo el mundo.



72 Luis G. GOROSTIZA

3. Un poco de probabilidad y procesos es-
tocasticos.

Con el fin de poder explicar algo de lo que hicieron Kolmogorov,
Lévy, Wiener e It0, es necesario presentar algunas ideas sobre la proba-
bilidad y los procesos estocasticos. Supongo un minimo de antecedentes
por parte del lector, y por esta razon expondré pocos conceptos y no
haré énfasis en la precisién matemaética.

Los conceptos béasicos de la teoria de la probabilidad son un espacio
de probabilidad (€2, F, P) y una funcién X : Q@ — S, donde S es un
espacio topoldgico.

El conjunto €2 es un espacio abstracto cuyos puntos w se interpretan
como “eventos elementales”. F es una coleccién de subconjuntos de €2
que tiene cierta estructura (de o-algebra), cuyos elementos se llaman
“eventos”. P es una “medida de probabilidad” sobre (€2, F), es decir,
una funcién P : F — [0,1] con ciertas propiedades (de medida), en
particular P(€2) = 1. La idea intuitiva de la probabilidad es que algtin
ser superior, por ejemplo la diosa del azar (“Fortuna” para los roma-
nos, “Tyché” para los griegos), escoge un elemento w € 2 de tal forma
que para cualquier conjunto F' € F, la probabilidad de que el w esco-
gido pertenezca a F' es P(F'); es decir, P(F') es la probabilidad de que
“ocurra el evento w € F”.

La funcién X : 2 — S es una funcién “medible” respecto a F y
a una coleccién de subconjuntos & de S generada por la topologia de
S (la o-édlgebra generada por los conjuntos abiertos; los elementos de
S se llaman “conjuntos de Borel”; se denota S = B(S5)). Esto significa
que para cualquier A € S, la imagen inversa X ~!(A) pertenece a F.
Se dice que X es un “elemento aleatorio” de S. El término “aleatorio”
proviene del latin y se refiere a los juegos de dados, o mas generalmente
a los juegos de azar.

Q S
X
Elemento
aleatorio
(QF.P) (S,8)
Espacio de Probabilidad Espacio topolégico

Figura 1.
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En el caso de que S sea R, los niimeros reales, por tradicion se dice
que X es una “variable aleatoria”, pero hay que tener presente que es
una funcién. Si S es un espacio de funciones, por ejemplo C([0, o), RY),
el espacio de las funciones continuas de [0,00) en R%, se dice que X es
un “proceso estocastico”. El término “estocastico” proviene del griego
y se refiere a conjeturar. Un proceso estocastico X se puede ver como
una funcién de dos variables, w € Q y ¢t € [a,b] (algin intervalo de
R); frecuentemente ¢ se refiere al tiempo. Asi, por ejemplo, la funcién
t — X(w,t) es el elemento de C([0,0), R?) que corresponde al w es-
cogido por la diosa del azar, y se llama la “trayectoria” del proceso X
correspondiente a w.

Proceso estocastico

Figura 2.

En general, para un elemento aleatorio X de un espacio topolégico
S, dado cualquier A € S, ya que X 1(A) € F, estd bien definida la
probabilidad P(X~(A)), que se denota por P[X € A] y representa la
probabilidad de que, habiendo escogido w la diosa del azar, “ocurra el
evento X (w) € A”. La medida mx(A) = P[X € A], A € S, se llama la
“distribucién de X”.

Como ejemplos de procesos estocasticos podemos mencionar los si-
guientes: la temperatura durante el dia, la concentracién de ozono en
el aire durante el dia, la presion arterial de una persona durante una
semana, el precio de una accion en el mercado de valores durante una
semana, los instantes de inicio y las duraciones de las llamadas telefoni-
cas, las vibraciones de un edificio durante un sismo, el movimiento de
un aviéon en aire turbulento, las exhalaciones del Popocatépet]l durante
un mes, y muchos mas. A cada quien se le puede ocurrir un ejemplo de
proceso estocastico con solo reflexionar sobre los hechos que ocurren en
la vida.

Dos constantes que dan una informacién importante sobre una va-
riable aleatoria X (cuando existen) son el “valor medio” E(X) y la
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“varianza” Var(X), que estdn definidas por las integrales

E(X):/QXdP:/Rme(d:c)

Var(X) = /Q(X — E(X))%dP = /R(g; — B(X))*mx(dx).

En ocasiones se escribe p = F(X) y 0? = Var(X). El valor medio es
el “centro de masa” de la medida mx en R, y la varianza expresa la
dispersion que tiene la masa de la medida my con respecto a su valor
medio.

Con estas bases podemos mencionar el “teorema cldsico de limite
central”: Sean X, Xo, ..., variables aleatorias con la misma distribu-
cién e independientes. ;Qué quiere decir esto? Que tengan la
misma distribucion significa que las medidas my, (A) = P[X,, € A],

A € B(R), son iguales para toda n. Que sean independientes significa
k

que P[(X1,Xo, ..., Xg) € Ay x Ay x---x A;] = [] P[X; € A;], para ca-
i=1

da ky Ai, ..., Ay € B(R). Por ejemplo, estas suposiciones se cumplen

si las X, son los resultados de lanzamientos sucesivos de una moneda.

Denotemos por p v o al valor medio y a la varianza comunes de las

X,.

El teorema de limite central afirma que bajo las hipdtesis dadas se

cumple
n Xz _ —x2/2
h’mP{MeA} T
n—oo \/ﬁg A \ 27
para cualquier conjunto A € B(R). Nétese que nu y y/no son el valor
medio y la varianza de la suma ", X;.
La medida

6—:22/2

- A V2T

que aparece como limite, es una medida de probabilidad sobre R llama-
da la “distribucién Gaussiana estandar”. La funcién e=*"/2/4/21 bajo
la integral es un caso especial de la funcién

D(A) dr, Ae€BR),

o~ (a—)? /202
Voro?

cuya grafica es la “campana de Gauss”. Esta funcién corresponde a la

“distribucién Gaussiana con valor medio p y varianza o?”.

reR,
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o chica

o grande

/

w X
“Campana”’ de Gauss

Figura 3.

El teorema de limite central y la medida Gaussiana tienen una im-
portancia enorme. La forma que hemos visto del teorema es muy simple,
pero en ella ya se aprecia la gran generalidad de este resultado: no de-
pende de la distribucion particular de las variables aleatorias X,,, sino
solamente de las constantes u y o2. El teorema de limite central y la
medida Gaussiana ocurren con mayor generalidad: la distribucion de
las X,, no es necesariamente la misma, la hipdtesis de independencia
se puede relajar, y el espacio en el que toman valores las X,, puede
ser mas general. La idea intuitiva del teorema de limite central es que
un fenémeno que resulta de la agregacién de un gran nimero de cau-
sas aleatorias pequenas semejantes exhibe un “comportamiento Gaus-
siano”. Este tipo de comportamiento se observa en muchisimas y muy
diversas situaciones. Por ejemplo, la distribucién de las estaturas en
una poblacién, el sonido que emite la seccién de violines de una orques-
ta (que es diferente al de un solo violin aumentado varias veces), y hay
muchos ejemplos més. Se puede decir que el comportamiento Gaussiano
es una de las leyes mas universales.

Como veremos enseguida, el movimiento Browniano es una versién
“funcional” de la medida Gaussiana. Mas aun, también ocurre como una
distribucién limite (teorema de limite central funcional para caminatas
aleatorias) y juega un papel tan universal como la ley Gaussiana.

El movimiento Browniano B = {B(t),t > 0} en R? es un proceso
estocéstico con trayectorias continuas, es decir, es un elemento aleatorio
de C(]0, 00), RY), tal que su distribucién estd determinada por la funcién
de Gauss

o—ly—z[2/2t

pt(I,y):W, z,y €RLE >0,
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de la manera siguiente: B(0) = 0y, dados 0 < t] <ty < ... < t,y
Ay, Ay, ... A, € B(RY), se tiene

B(t1) € A1, B(ts) € As, ..., B(t,) € A,
/ / / pt1 0 T ptg —t ($17$2) * Dty —tp_ 1(l’n 171’n)d$1 ~dz,
An Az J Ay

Esta es la expresion de la “medida de Wiener” para un cilindro de
C([0,00),R?) con bases A, ..., A, en los puntos respectivos ¢, ..., t,.
Basta con que la medida esté definida en los cilindros para que esté de-
terminada en todos los conjuntos de Borel de C([0, c0), R%).

[Rd
Mm
TgN\_N\
N An B((D’t)
4h) %
)
x& U Ag
Al
0 t t tn

. 2 .
Movimiento Browniano

Figura 4.

Las trayectorias t — B(w,t) del movimiento Browniano tienen mu-
chas propiedades interesantes, una de las cuales es que no son diferen-
ciables en ningun punto t (para P-casi todo w).

La medida de Wiener parece muy extravagante, ya que esta con-
centrada en las funciones no diferenciables (pero hay que recordar que
las funciones diferenciables no son muchas). Sin embargo, es en cier-
ta forma la medida de probabilidad mas natural que se puede po-
ner en C([0,00),R?). Esto es una consecuencia de lo siguiente: Sea
X = (Xy,...,X,) un vector aleatorio con distribucién uniforme P, en
la esfera S"~(n!/2) de dimensién n — 1 y radio n'/? (“uniforme” sig-
nifica que es la medida de Lebesgue normalizada en la esfera). Sean
a; < bi,i = 1,...k k < n, constantes cualesquiera. Se tiene entonces
que

k —z2/2
Pn[Xl € (al,bl),Xg € (&Q,bg), .. .,Xk € (ak,bk)] — H/ dZL"Z
i=1 i v 27T

cuando n — 0.
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Con este resultado se puede caracterizar a la medida de Wiener
como la “medida de probabilidad uniforme en la esfera S>(co0'/?) de
dimensién oo y radio 0o'/?”. Este interesante hecho tiene su antecedente
en un trabajo de F.G. Mehler (1866) y ha sido investigado recientemente
por medio del andlisis no estandar. Véase N.J. Cutland y S.A. Ng, “The
Wiener sphere and Wiener measure” (1993).

El movimiento Browniano es un proceso estocastico basico a partir
del cual se pueden construir muchos otros procesos estocasticos, en
particular los llamados “procesos de difusion”.

Un concepto muy importante en la teoria de la probabilidad es el
de “martingala”.

Consideremos una sucesion de variables aleatorias Z;, Z,,... y la
esperanza condicional E[Z,.1|Z1,...,Z,| para cada n. Intuitivamen-
te, esta esperanza condicional significa el valor medio de 7,1 cuando
se conocen los valores de 71, ..., Z,. (Mateméaticamente, la esperanza
condicional es una derivada de Radon-Nikodym). Si se cumple que

ElZ,1| %, ..., Z,)) = Z, paratoda n,

se dice que la sucesion Zi, Zs, ... es una martingala. Por ejemplo, si
Z, =>"  X;, donde Xy, Xs,... son variables aleatorias independien-
tes con valor medio 0, entonces Z;, Zs, ... es una martingala. Un ejem-

plo de esta martingala es un “juego justo”, donde X, es lo que se gana
en la n-ésima jugada. La condicion de martingala significa que después
de cada nueva jugada el jugador tendra en promedio lo que ya tenia al
término de la jugada anterior.

Un modelo “fisico” de una martingala son los “moviles” que se uti-
lizan como adornos o para entretener a los bebés.

Una martingala: “mdévil” (A. Calder)
Figura 5.



78 Luis G. GOROSTIZA

En el caso de tiempo continuo, un proceso estocastico Z =
{Z(t),t > 0} es una martingala si

E[Z(t)|Z(r),r <s]=Z(s) paratodo s<t.

La interpretacién es como en el caso de tiempo discreto visto arriba.
Ejemplos de martingalas en tiempo continuo son el movimiento Brow-
niano B y la integral estocastica con respecto a B, que veremos mas
adelante.

La calidad de martingala tiene propiedades muy ttiles. En un pro-
blema de procesos estocasticos, si uno descubre alguna martingala es-
condida, ya ha dado un paso importante hacia su solucion.

La teoria de las martingalas se inicié con P. Lévy y comenzé a tener
una gran difusiéon con el libro de J.L. Doob, “Stochastic Processes”
(1953), que fue uno de los primeros textos importantes sobre procesos
estocésticos.

Hay que mencionar también a W. Feller, cuyos libros “An Introduc-
tion to Probability Theory and Its Applications” I (1950), II (1966),
dieron un gran impulso al desarrollo de la teoria de la probabilidad, en
especial en los procesos de difusién.

Concluyendo, la teoria de la probabilidad es una disciplina matema-
tica que permite decir cosas precisas acerca de los fenémenos aleatorios
(azarosos, impredecibles, casuales, fortuitos, no deterministas), o por lo
menos algunos de ellos. Esta descripcion también vale para la teoria ma-
tematica de la estadistica. Sin embargo, la probabilidad y la estadistica
tienen papeles distintos y en cierta forma complementarios. En la pro-
babilidad el espacio de probabilidad ya estd dado, y la teoria se refiere
a la forma de hacer operaciones con elementos aleatorios definidos en
ese espacio. La estadistica tiene por objetivo principal establecer el es-
pacio de probabilidad méas adecuado como modelo para un fenémeno
aleatorio dado. Es por ello que la estadistica tiene una relaciéon mas
directa con los problemas concretos y utiliza datos obtenidos por ob-
servaciones. La estadistica emplea a la probabilidad como herramienta
matematica, pero también tiene sus propios conceptos y métodos.
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4. Las contribuciones de A. N. Kolmogo-
rov, P. Lévy, N. Wiener y K. Ito.

Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987).

Antes de Kolmogorov ya se habia avanzado mucho en el calculo de
probabilidades, pero los conceptos y el significado de los resultados
eran poco precisos. Como ya lo hemos visto, Poincaré consideraba que
no se podia dar una definicién satisfactoria de probabilidad. En su li-
bro clésico, “Foundations of the Theory of Probability” (publicado por
primera vez en aleman en 1933), Kolmogorov axiomatiz6 la teorfa de
la probabilidad por medio de la teoria de la medida, que estaba siendo
desarrollada por varios de los matematicos mas destacados de la época
(E. Borel, H. Lebesgue, M. Fréchet). Quedaron claros los conceptos de
espacio de probabilidad, variable aleatoria como funcién medible, pro-
babilidad condicional, independencia, la ley fuerte de grandes ntimeros
y las reglas de operacion del célculo de probabilidades. Uno de los
resultados més importantes de Kolmogorov es el “teorema de consis-
tencia”, que permite establecer la existencia de procesos estocasticos
como elementos aleatorios de espacios de dimensién infinita. Este libro
de Kolmogorov marca el inicio de la teoria de la probabilidad como una
parte legitima y plenamente aceptada de las matematicas. Otro de sus
libros fundamentales es “Limit Distributions for Sums of Independent
Random Variables”, en colaboracién con B.V. Gnedenko (1954).

Ademas de su trabajo sobre los fundamentos de la probabilidad,
Kolmogorov hizo contribuciones importantes en varias partes de este
campo, por ejemplo procesos de Markov, teoremas limites y procesos
de ramificacion. También realizé investigaciones en otras dreas de las
matematicas: series trigonométricas, teoria de medida e integracién,
teoria de aproximacion, mecanica clasica, teoria ergddica, turbulencia,
dindamica de poblaciones, teoria de informacion, estadistica, teoria de
autématas, complejidad algoritmica. Ademés aportd en otros terrenos:
metodologia de la educacién matematica, libros de texto, divulgacién
de la ciencia, analisis de historia y poesia rusas, articulos en periédicos.
Sus publicaciones suman 518 y en el ano 2000 aparecié péstumamente
un articulo suyo, en el que hace un anélisis del ritmo en la poesia rusa.

Kolmogorov esta entre los mateméticos mas admirados del siglo
XX, por la variedad de temas en los que hizo contribuciones y por lo
extraordinario de éstas.
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Paul Lévy (1886-1971).

En 1919 Lévy ya era un matematico muy renombrado, principal-
mente por su trabajo en andlisis funcional, y en ese ano incursioné en
la probabilidad porque se le pidié que diera unas conferencias sobre las
nociones del cédlculo de probabilidades y el papel de la medida Gaus-
siana en la teoria de los errores, en la Escuela Politécnica de Paris.

Los trabajos de Lévy son de los mas profundosy contribuye-
ron de manera notable a transformar el cédlculo de probabilidades
en teoria de la probabilidad. Una de sus principales motivaciones fue
investigar la generalidad de la ley Gaussiana y del teorema de limite
central, lo que condujo a formas mas generales de este teorema.

Entre sus contribuciones mas importantes estan: Tipos de leyes limi-
tes (ademds de la Gaussiana), leyes estables, leyes infinitamente divi-
sibles (representacién de Lévy-Hinchin), martingalas (el concepto es
creacién de Lévy y el nombre fue puesto por J. Ville), procesos de Lévy
(que incluyen al Browniano, al de Poisson y a los estables), teorema
de continuidad de funciones caracteristicas (transformadas de Fourier-
Stieltjes), propiedades finas de trayectorias Brownianas.

Varias veces ha ocurrido que lo que se creian nuevos descrubimien-
tos importantes en teoria de la probabilidad, ya estaban contenidos de
alguna forma en los trabajos de Lévy.

Lévy escribi6 10 libros y mas de 270 articulos en probabilidad y otros
campos. Sus libros mas importantes en probabilidad son “Théorie de
I'addition des variables aléatoires” (1954) y “Processus stochastiques
et mouvement brownien” (1967). Su libro autobiografico y filoséfico
“Quelques aspects de la pensée d'un mathématicien” (1970), es una lec-
tura enriquecedora para cualquier persona interesada en las matemati-
cas.

Norbert Wiener (1894-1964).

A pesar de que ya en los anos veintes se disponia de una metodo-
logia bastante desarrollada en el cdlculo de probabilidades, ninguno de
los grandes matematicos de la época que lo intentaron (Borel, Lebesgue,
Lévy, Banach, Fréchet, Kolmogorov) pudo hacer una construcciéon ma-
tematica rigurosa del modelo de Einstein del movimiento Browniano.
Este problema fue resuelto por Wiener y condujo a la “medida de Wie-
ner” en el espacio de trayectorias, en 1923. Como ya se ha dicho, la
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medida de Wiener en el espacio de trayectorias es tan universal como
la ley Gaussiana lo es en dimension finita.

Wiener también hizo aportaciones muy importantes en los siguien-
tes temas de las matemadticas: teorfa de distribuciones (que inspiré a
L. Schwartz para desarrollar su teoria general), extensiones del andlisis
de Fourier y andlisis arménico generalizado (para resolver problemas
planteados por el procesamiento de senales eléctricas), teoremas Tau-
berianos, problemas aleatorios no lineales (teoria del caos homogéneo),
teoria de prediccion.

En 1933, Norbert Wiener y Arturo Rosenblueth (prestigiado fisié-
logo mexicano que fue el fundador del Centro de Investigacion y de
Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional) iniciaron un se-
minario interdisciplinario en la Escuela de Medicina de Harvard, donde
relacionaban sistemas mecanicos y sistemas fisiolégicos. Estos trabajos
llevaron a Wiener a la invenciéon de la “cibernética”, cuyo desarrollo
tuvo lugar en parte en el Instituto Nacional de Cardiologia de México.
Su libro “Cybernetics, or Control and Communication in the Animal
and the Machine” (1948) estd dedicado a A. Rosenblueth®.

En la Segunda Guerra Mundial (1939-1945), Wiener contribuyé a
resolver el problema de mejorar el fuego antiaéreo (teorfa de prediccion
no lineal y filtraje). Kolmogorov también desarrollé una teoria simi-
lar durante la guerra. Recuérdese que los aliados y la Unién Sovética
luchaban contra la barbarie nazi.

Es importante destacar que las contribuciones de Wiener siempre
tuvieron por motivo resolver problemas précticos (su actitud no era la
del matemdtico “puro” que no se quiere “ensuciar las manos”), pero
trascendieron mucho més alla de la solucién de dichos problemas, con
ideas generales y abstractas de gran valor matematico y cientifico.

Wiener publicé mas de 200 trabajos, entre los que se cuentan sus
libros “Extrapolation, Interpolation, and Smoothing of Stationary Time
Series with Engineering Applications” (1958), “The Fourier Integral
and Certain of its Applications” (1958). Sus libros de divulgacién de la
cibernética y sus libros autobiograficos son de gran interés general.

ILa cibernética no llegd a constituir una teoria cientifica unificada porque invo-
lucra muchas disciplinas distintas que se han desarrollado de manera independiente.
El término “cibernética” (del griego, ciencia de pilotear naves) ha caido en desuso
excepto en algunos paises del Este de Furopa. A veces se escuchan términos como
“ciberespacio” en peliculas de Hollywood o en boca de gente como comentaristas
de televisién o politicos.
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Kyosi Ito (1915-).

No se ha escrito mucho sobre las contribuciones de It6 porque ain
vive, pero su legado en la teoria de la probabilidad es fundamental. Sus
trabajos principales estan en los siguientes temas: cédlculo estocastico,
también llamado “calculo de It6”, ecuaciones diferenciales estocasticas,
integrales multiples de Wiener, procesos estocasticos generalizados (con
valores en espacios de distribuciones). La “férmula de 1t6”, que veremos
mas adelante, es posiblemente la férmula méas usada por los especialistas
en analisis estocastico.

El calculo estocastico es ahora una herramienta esencial en muchos
campos de las matemadticas (ecuaciones diferenciales parciales, teoria
de potencial, andlisis arménico, geometria diferencial), asi como en mu-
chas aplicaciones (fisica tedrica; biologia, sobre todo genética y ecologia;
ingenieria, especialmente comunicaciones y control; matematicas finan-
cieras).

It6 ha publicado 47 articulos y 6 libros (hasta 1987). Dos de sus
libros principales son “Diffusion Processes and their Sample Paths”, en
colaboracion con H.P. McKean, (1965), y “Foundations of Stochastic
Differential Equations in Infinite Dimensional Spaces” (1984).

Es notable el hecho que It6 se inicié en la teoria de la probabili-
dad cuando no habia forma de estudiar esta disciplina en su pais, el
Japdn, y empezo6 por buscar en diccionarios el significado de la palabra
“estocastico”. Con el tiempo formé en ese pais una de las escuelas de
probabilidad méas importantes en la actualidad.

Debido a la importancia del calculo estocastico, en la siguiente sec-
cion veremos de qué se trata.

5. Un poco de calculo estocastico.

K. 1t6 desarroll6 el calculo estocastico por motivaciones puramen-
te matematicas. Queria entender y resolver rigurosamente ecuaciones
diferenciales estocasticas de la forma

dX(t) = f(t, X ())dt + g(t, X () B(¢)dt,

donde B(t) es un “ruido blanco”, que se concibe como una derivada
generalizada del moviento Browniano B(t). Esta clase de ecuaciones
se presentan desde hace mucho en ingenieria electrénica y en fisica.
Como sabemos que las trayectorias del movimiento Browniano no son



LA PROBABILIDAD EN EL SIGLO XX 83

diferenciables, no es claro qué sentido puede tener una ecuaciéon de
este tipo. Debido a que también aparece la variable w en B(w,t), que
estd regida por una medida de probabilidad P, no es cuestion solamente
de interpretar a B(w,t) como una derivada generalizada (en el sentido
de distribuciones) de B(w,t) con respecto a t para cada w individual.

Escribiendo la ecuacion en forma integral se tiene

X(t):X(O)+/0 f(s,X(s))ds+/0 g(s, X(s))dB(s),

donde f(fg(s,X(s))dB(s) es una “integral estocéstica”. It6 definié de
manera general esta clase de integrales estocasticas y estudié sus pro-
piedades. Una de ellas es que la integral estocéstica es una martingala.

La teoria desarrollada en torno a la integral estocastica llevé al
“calculo estocastico” como herramienta fundamental. Actualmente el
ingrediente principal de dicho calculo es el concepto de “semimartin-
gala”. Una semimartingala es la suma de una martingala “local” (algo
un poco mas general que una martingala) y un proceso estocéstico con
trayectorias de variacién acotada y “adaptado” (una condicién de me-
dibilidad). Las semimartingalas Z = {Z(t),t > 0} son los procesos
estocédsticos méas generales con respecto a los cuales se pueden integrar
procesos estocasticos, es decir, en los que estd bien definida la integral
estocéstica fot X (s)dZ(s) para una clase grande de procesos estocasticos
X. Una buena referencia en espanol es el libro de T. Bojdecki, “Teoria
General de Procesos e Integracion Estocéstica” (1995).

En el calculo ordinario se tiene la regla de la cadena,

d / /
5 (@) = f(2(t))2'(t),

que podemos expresar con la férmula

f(z(t)) =f(93(0))+/0 f'(a(s))a' (s)ds.

En el calculo estocéstico la féormula correspondiente a la regla de la
cadena es la “férmula de It6” para una semimartingala Z(w,t), w € Q,
t>0:

F(Z() = f(Z20) + [ [f(Z(s=))dZ(s)

(0s¢]

v [ @Az
(G

+ ) (Af(Z(s) = f(Z(s-))AZ(s) %f”(Z(S—))(AZ(S))Q)-

s<t
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Unas aclaraciones sobre la notacién: Las trayectorias de Z pueden tener
saltos y se consideran continuas por la derecha; Z(s—) significa el limite
por la izquierda de Z en s y AZ(s) = Z(s) — Z(s—) es el salto de Z
en s. Las integrales son sobre el intervalo semiabierto (0, t]. El proceso
{[Z](t),t > 0} se llama “proceso de variacién cuadratica” de Z; se
define de manera analoga a la variacién de una funcién, pero tomando
los cuadrados de los incrementos de los valores de la funcién en los
intervalos. En la suma ) __, hay un conjunto de saltos que es a lo més
numerable. -

Si consideramos el caso especial del movimiento Browniano, Z = B,
que es una martingala continua tal que [B](s) = s, la férmula de It6 se
reduce a

F(B(#) = F(B(0)) + / F/(B(s))dB(s) + 5 / F"(B(s))ds.

Notese que esta formula es como la del calculo ordinario pero con el
término adicional 1 f(f f"(B(s))ds. Se tiene ademds el hecho de que el

proceso f(B(t)) — %fg f"(B(s))ds es una martingala, lo que resulta
muy util.

También cabe notar que si en la semimartingala Z la parte mar-
tingala es nula y la parte de variacién acotada es determinista y dife-
renciable (por lo que su variacién cuadratica es nula), entonces lo que
queda de la férmula de It0 es la regla de la cadena del calculo ordinario.
Asi pues, el cédlculo estocastico contiene al calculo ordinario que todos
€ONoOCemos.

6. La probabilidad dentro de las matema-
ticas.

La teoria de la probabilidad utiliza principalmente métodos del
andalisis matematico, sobre todo la teoria de la medida, y del andlisis
funcional, especialmente los espacios vectoriales topoldgicos. Sin em-
bargo no es una parte de estas disciplinas porque tiene sus propios
conceptos, métodos y resultados. Por ejemplo, las nociones relaciona-
das con las martingalas se pueden expresar de manera analitica, pero
su significado cobra un sentido pleno solamente cuando se les ve a la
luz de probabilidad.
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La probabilidad se puede emplear como herramienta en varios cam-
pos de las matemaéticas y nos da maneras nuevas de resolver problemas
(deterministas, no aleatorios) por medio de modelos especificos. Entre
estos campos estan: ecuaciones diferenciales parciales (lineales y no li-
neales), teoria de potencial, andlisis armdnico, geometria de espacios de
Banach, geometria de variedades Riemannianas, crecimiento de grupos,
teorfa de niimeros (distribucién de los primos), topologia de variedades
(teoremas de indice).

Como ejemplos cléasicos de la probabilidad empleada en el analisis
tenemos, para el caso de ecuaciones diferenciales parciales y teoria de
potencial, el problema de Dirichlet y la férmula de Feynman—Kac, que
veremos a continuacion.

El problema de Dirichlet.

Sea D un conjunto abierto y acotado en R? con frontera 0D “re-
gular” (sin picos agudos). Sean dadas dos funciones, g : D — R y
f 0D — R, con ciertas condiciones de regularidad. Se trata de resol-
ver la siguiente ecuacion diferencial parcial con condicion de frontera
para una funcién u(z),

1
iAu = —g(u) en D,

u = f en 0D

(A es el Laplaciano: Au(z) = S¢ 82“(m)). La solucién (si existe)

i=1 8:(:22
esta dada por

u(z) = E, ( [ atmeas + EJ(B(TD»),

donde B es el movimiento Browniano en R?, 7p es el tiempo de salida
de B(t) del conjunto D, es decir, 75 = inf {t : B(t) & D}, y E,( )
significa el valor medio de la variable aleatoria que esta dentro del

paréntesis cuando el movimiento Browniano se inicia en el punto z, es
decir, B(0) = x.
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) D B(tp)

oD

Figura 6.

Se dispone asi de un modelo especifico del problema de Dirichlet y
de una expresiéon explicita para la solucién, cosa que no se tiene en la
teoria de potencial clasica.

La formula de Feynman—Kac.

Sea V : R? — R una funcién continua acotada, y sea f : R — R
una funcién con cierta regularidad. Consideremos la siguiente ecuacién
diferencial parcial con condicién inicial para una funcién u(z,t):

ou 1
u(z,0) = f(x).

Es una “perturbacién” de la ecuacion del calor. La solucién del proble-
ma esta dada por

utet) = B0 en] [ vises)).

donde B es el movimiento Browniano y FE,( ) es el valor medio
condicionado a B(0) =z (como en el ejemplo anterior).

Nuevamente, la soluciéon probabilista nos da un modelo especifico
del problema y una solucion explicita que resulta muy util.

El meollo de la solucién probabilista del problema de Dirichlet, de
la formula de Feynman-Kac y de muchos otros problemas, esta en el
hecho de que la funcién

o—lal?/2t

Pt(fE) = W’
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que como recordamos determina a la distribucién del movimiento Brow-
niano, es la solucion fundamental de la ecuacién diferencial parcial
(ecuacién del calor)
op 1
— ==-Ap.
ot~ 2°7F
Las versiones anteriores del problema de Dirichlet y la férmula de
Feynman—Kac tienen generalizaciones importantes y muchas aplicacio-
nes. Estos temas se pueden consultar en el libro de O. Kallenberg,
“Foundations of Modern Probability” (1997), que por cierto es uno de
los mejores libros en la teoria moderna de la probabilidad.

Existen también modelos probabilistas para ecuaciones del calor no
lineales y generalizaciones de ellas, asi como para sistemas de tales
ecuaciones. Estos modelos estan basados en la idea de introducir un
mecanismo de ramificaciéon en las particulas que se mueven aleatoria-
mente.

Otro campo de interaccion muy interesante es el de “caminatas
aleatorias en grupos”. Una caminata aleatoria es como un movimiento
Browniano en tiempo discreto con saltos (reciprocamente, por medio
del analisis no estandar se puede considerar al movimiento Browniano
como una caminata aleatoria con saltos infinitesimales en intervalos de
tiempo infinitesimales). En un grupo se pueden considerar las siguientes
propiedades: el “crecimiento”, que es un concepto geométrico, la exis-
tencia de “desigualdades de Sobolev”, que es una propiedad analitica,
y la “transitoriedad” o “recurrencia” de caminatas aleatorias, que son
nociones probabilistas. Resulta que estas tres propiedades estan inti-
mamente ligadas, lo que es muy fructifero porque permite ver a cada
una de ellas de distintas maneras y usar las técnicas de un campo pa-
ra obtener resultados de otro. Véase por ejemplo el libro de N. Th.
Varopoulos et al, “Analysis and Geometry on Groups” (1992).

7. Aplicaciones de la probabilidad.

No es sorprendente que la teoria de la probabilidad tenga muchos
campos de aplicacion, por sus origenes practicos y por la generalidad y
riqueza de sus conceptos y métodos.

Algunos ejemplos de los campos en los que tiene aplicaciones la
probabilidad son los siguientes:

Fisica (métodos matemadticos en fisica tedrica, modelos en mecanica
estadistica, materiales).
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Quimica (modelos de reacciones quimicas, polimeros).

Biologia (modelos en neurofisilogia, biologia celular, bacteriologia,
genética, evolucion, epidemiologia, ecologia, biodiversidad).

Ingenieria (comunicaciones, computacion, redes y teoria de infor-
macion, control y filtraje, optimizacion, tecnologia de laser, telefonia
celular).

Ciencias sociales (demografia, genética de poblaciones, sociologia,
antropologia genética, imparticion de justicia).

Finanzas y seguros (transacciones financieras, evaluaciéon de ries-
gos).

Cabe destacar, por su importancia actual, que el calculo estocastico
se usa para obtener la férmula de Black—Scholes, que se emplea en
las transacciones financieras (R.C. Merton y M.S. Scholes recibieron el
premio Nobel de Economia en 1997 por su uso del caculo estocéstico en
finanzas). El lector interesado en este tema puede consultar el articulo
de P. Protter, “A partial introduction to financial asset pricing theory”
(2001), que estd dirigido a un publico matematico general.

En muchas de las aplicaciones actuales de la probabilidad se tra-
ta de estudiar el comportamiento global de sistemas formados por un
gran numero de componentes que interactian. Esto lleva al analisis de
procesos estocdsticos con valores en espacios de dimensién infinita.

Una nueva rama de las matemdticas que esta siendo desarrollada
es la “probabilidad cuantica”, con diversas aplicaciones, entre ellas la
“computacién cuantica”.

En varios de los campos de aplicacion, la probabilidad es indispen-
sable porque hay en ellos fendémenos intrinsicamente aleatorios. Mu-
chos problemas cientificos y tecnoldgicos han sido resueltos con técnicas
probabilistas y modelos estocasticos. Las comodidades de la vida mo-
derna, con la variedad de aparatos y sistemas a los que consideramos
como instrumentos usuales en la vida diaria (computadoras, automévi-
les, telecomunicaciones, equipo médico, etc.) no serian posibles sin las
aplicaciones de la probabilidad y en general de las matematicas. En con-
trapartida, también puede haber fallas por un uso inadecuado o poco
cuidadoso de los modelos; piénsese por ejemplo en las crisis financieras
que a todos nos afectan.
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8. Conclusiones.

La teoria de la probabilidad se ha desarrollado desde la antigiiedad
gracias a grandes pensadores. Durante el siglo XX tuvo avances im-
presionantes debido a las mentes privilegiadas de A.N. Kolmogorov,
P. Lévy, N. Wiener, K. [t0 y otros destacados matematicos, y tiene
multiples usos y aplicaciones.

Ademas de ser una teoria matematica, la probabilidad nos da una
forma de pensar sobre las cosas que ocurren en el universo, desde las
mas abstractas hasta las méas concretas, cuando tomamos conciencia de
su naturaleza aleatoria. La ciencia ha demostrado que Einstein estaba
equivocado en su conviccién de que “Dios no juega a los dados”. Los
fendmenos aleatorios estdn en todas partes: los sucesos césmicos, las
mutaciones en nuestros genes, el vuelo de una mosca, las catastrofes de
la naturaleza, la politica, las crisis econdmicas, las relaciones amorosas,
etc. Nadie escapa a la esencia azarosa de la existencia. Todos tomamos
decisiones con base en estimaciones intuitivas de probabilidades que
hacemos sin estar plenamente conscientes de ello. También podemos
usar a la probabilidad para divertirnos con juegos o hacer composiciones
musicales, como hizo Mozart.

En la probabilidad hay cosas atractivas para todos los gustos (ma-
teméticas abstractas, aplicaciones concretas,...), y también hay mucho
que pensar sobre qué es lo aleatorio y cudl es el significado de la pro-
babilidad.

Espero que este articulo despierte el interés de los estudiantes de
matematicas por la teoria de la probabilidad. Aunque no quieran ser
especialistas en probabilidad, no se arrepentirdn porque tendran una
imaginacion mas rica y porque conocer distintas areas de las matema-
ticas siembra la mente con nuevas ideas.
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